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序 


用 典型 的 例题 来 说 明 分 析 力 学 的 各 原则 的 用 法 ， 是 能 够 帮助 
我 们 理解 和 掌握 这 些 原 则 的 。 由 此 可 以 训练 我 们 如 何 使 用 这 些 原 
则 ， 来 解决 科学 和 工程 上 有 关 的 力学 问题 。 作 者 在 编写 本 书 时 尽 
可 能 在 这 方面 作 了 努力 。 但 限于 篇 幅 , 这 种 尝试 只 表现 在 前 二 篇 。 
为 了 使 读者 多 看 到 一 些 例题 ,除了 是 既 典 型 又 重要 的 例题 , 本 书 所 
选 例题 尽 可 能 不 与 以 往 国内 有 关 的 力学 书 中 的 例题 重复 。 

以 前 作者 所 编 的 《分 析 动 力学 >， 在 导出 了 一 个 力学 问题 的 动 
力学 方程 以 后 , 认为 已 经 化 成 数学 问题 , 往往 不 再 继续 求解 了 。 这 
次 采取 了 不 同 的 方式 ,不 但 继续 求解 , 而 且 进 行 了 适当 的 讨论 。 

本 书 涉及 的 理论 力学 中 非 有 关 分 析 力 学 的 知识 ， 如 果 读 者 需 
要 , 可 以 参看 其 它 有 关 的 书籍 。 此 外 ,除了 分 析 力 学 的 基本 理论 以 
外 ,作者 不 再 重复 共 它 书 中 有 关 分 析 力 学 的 内 容 , 以 让 这 些 书 继续 
挥发 它们 的 作用 。 

限于 编者 水 平 , 错漏 之 处 请 读者 指正 。 

一 九 八 〇 年 七 日 
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绪 论 


一 、 分 析 力学 研究 的 对 象 

分 析 力学 研究 的 对 象 是 质点 系 力学 。 质 点 的 个 数 可 以 是 任 ， 
何 正 整数 ,， 自 2= 1 到 %== oo。 所 以 分 析 力学 研究 的 对 象 也 包括 质 
点 力学 和 刚体 力学 。 例如, 导弹 的 飞行 路 线 , 人造 卫 星 的 运行 , 月 球 
探测 器 的 飞 往 月 球 等 问题 , 属于 质点 动力 学 的 范围 , 需要 用 分 析 力 
学 作为 基础 进行 研究 。 又 如 回转 仪 的 运动 , 属于 刚体 定点 旋转 和 刚 = 
体 群 的 运动 , 也 需要 用 分 析 力学 进行 研究 。 近 代 把 分 析 为 学 的 研究 
方法 扩充 到 研究 流体 力学 和 固体 力学 , 而 形成 连续 介质 分 析 力学 。 

分 析 力学 的 方法 也 可 用 于 电动 力学 、 统 计 力 学 和 相对 力学 的 
研究 。 虽 然 分 析 力学 属于 古典 力学 的 范畴 ， 但 是 它 在 早期 原子 物 
理学 中 的 应 用 有 它 光 辉 的 历史 。 例 如 卢 瑟 福 (Rutherford) 用 & 射 
线 冲 击 金属 片 的 散射 理论 确定 了 原子 核 的 存在 和 原子 序数 。 又 如 
索 末 非 (Sommerfield) 用 分 析 力学 的 理论 扩充 了 玻 尔 (BohmD 的 氧 “ 
原子 模型 到 椭 贺 航道 ， 为 以 后 用 量子 力学 研究 光谱 理论 和 原子 构 
造 开辟 了 道路 就 是 对 量子 力学 的 内 容 而 言 , 也 需要 有 分 析 力学 的 
基本 知识 才 容易 理解 。 例 如 苹 定 启 (Schr5dinger) 波 动 方程 就 是 
应 用 分 析 力 学 的 哈密 顿 (Hamilton)- 雅 科 毕 (Jacobi) 方 程 , 以 算 符 
代 换 而 得 到 的 。 : 

对 于 工程 上 的 力学 问题 ， 分 析 力 学 的 方法 是 解 题 的 量 要 的 基 
础 工具 , 缺少 了 分 析 力学 的 知识 , 对 于 复杂 和 困难 的 力学 问题 将 无 
法 处 理 。 


二 、 分 析 力 学 的 研究 任务 


分 析 力 学 虽然 是 一 门 成 熟 的 经 典 科 学 ， 可 是 还 没有 统一 的 涵 
。 了 ， 


义 ， 与 理论 力学 的 界线 和 分 工 也 不 明确 。 国 内 以 前 出 版 的 理论 力 
学 , 有 的 附 有 部 分 分 析 力 学 的 内 容 , 但 是 内 容 较 少 , 也 不 深入 。 限 于 
篇 幅 , 本 书 也 只 能 把 分 析 力学 的 主要 内 容 , 作 一 扼要 的 介绍 。 

对 于 介绍 如 力 ,动量 ,动能 等 各 力学 量 的 物理 概念 ， 这 是 理论 
力学 的 任务 ,读者 早已 掌握 这 方面 的 知识 , 因而 不 再 重复 。 

分 析 力 学 的 正式 创立 , 可 以 从 1788 年 拉 格 朗 日 (Lagrange) 出 
版 的 《分析 力 学 > (Mscanigue Analytigue) 开始 。 他 引进 了 广义 
坐标 的 概念 , 得 到 了 力学 上 景 重 要 的 动力 学 方程 。 随 后 1834 年 哈 
密 顿 引入 了 广义 动量 的 概念 ， 建 立 了 男 一 套 形式 完整 的 力学 系统 
的 方程 一 一 正则 方程 (Canonic equation), . 

完整 系统 和 非 完整 系统 的 区 区 别 是 无 线 电波 的 发 现 者 赫兹 
pen 在 1894 年 首先 提出 的 。 适用 于 非 完整 系统 的 动 为 学 方程 

普 斯 (Gibbs) 首 先 在 1879 年 得 到 的 , 不 过 在 当时 力学 异 尚 不 

本 格拉 的 重要 1896 年 阿 佩 尔 (Appell) 在 他 的 著作 4 理 


性 力学 ?>(Me'canique rationnelle) 中 重新 得 出 了 这 个 方程 ;随后 


他 自己 发 现 这 个 方程 存在 严重 错误 ; 在 1904 年 再 版 时 他 改正 了 这 
些 错误 。 这 种 动力 学 方程 应 该 称 为 吉普 斯 - 阿 佩 尔 方程， 但 大 多 数 
分 析 力 党 书 上 称 为 阿 悠 尔 方 程 。 

1834 年 哈 密 频 得 到 了 以 偏 微分 方程 形式 出 现 的 动力 学 方程， 


不 过 这 个 方程 能 应 用 于 求解 动力 学 问题 的 完整 理论 是 1837 年 牙 


科 毕 得 到 的 , 因此 合 称 哈密 顿 - 雅 科 毕 方程 。 

寻求 解 动力 学 问题 的 动力 学 方程 是 分 析 力学 的 首要 任务 
本 书 第 二 编 集中 讨论 各 种 动力 学 方程 的 建立 问题 并 以 典型 的 例 
题 说 明 它们 的 应 用 。 

本 书 第 三 编 的 内 容 是 力学 的 变 分 原理 的 讨论 ， 例 如 哈密 顿 原 
理 ,高 斯 (Gauss) 最 小 约束 原 建 、 赫 兹 最 小 曲率 原理 等 。 

动力 学 方程 建立 以 后 , 接着 就 是 求解 动力 学 方程 的 问题 , 或 寻 


全 2 . 


求 与 求解 动力 学 方程 这 个 目标 靠近 的 一 切 有 关 理 论 。 例 如 ;: 

(1) 探求 可 以 施行 分 离 变 量 法 的 动力 学 方程 应 该 具有 的 数学 
形式 ; 

(2) 寻找 一 个 动力 学 方程 的 运动 积分 , 以 便利 用 它 来 降 阶 ; 

(3) 研究 变换 理论 ， 以 将 动力 学 方程 变换 成 易于 求解 的 新 动 
力学 方程 ; 

(4) 寻求 变换 的 不 变 式 ， 这 种 不 变 式 有 助 于 研究 力学 系统 的 
运动 性 质 。 

本 书 内 容 的 安排 , 有 优点 , 也 有 缺点 。 优 点 是 对 分 析 力 学 中 最 
主要 的 内 容 分 工 相 当 明 确 , 缺点 是 叙述 的 逻辑 顺序 较 难 安排 , 各 种 
理论 之 间 的 相互 联系 减弱 。 

对 于 适用 于 同一 个 力学 系统 的 力学 原则 和 方程 必然 是 可 以 相 
互 推导 的 。 例 如 由 适用 于 保守 系统 的 哈密 顿 变 分 原理 可 以 导出 拉 
格 朗 日 方程 , 反之, 也 可 以 由 拉 格 朗 日 方程 导出 哈密 顿 变 分 原理 。 
本 书 只 取 其 引出 的 一 种 , 以 节省 篇 旺 。 同 样 , 对 于 同一 个 力学 系统 
的 运动 积分 , 当然 也 一 定 可 以 由 它 所 适用 的 各 种 方程 导出 。 例如 能 
量 积 分 .广义 动量 积分 , 既 可 以 由 拉 格 朗 日 方程 导出 ， 也 可 以 由 哈 
密 顿 方程 导出 。 本 书 也 只 取 基 一 。 

分 析 力 学 的 基本 方法 和 原则 对 于 研究 刚体 力学 ,振动 理论 , 运 
动 稳定 性 理论 .回转 仪 和 天 体力 学 等 是 必需 的 基本 知识 , 这 些 专题 
的 研究 反 过 来 又 丰富 了 分 析 力 学 的 内 容 ， 本 书 对 这 些 专题 只 作为 
例题 附带 地 讲 到 一 些 , 详细 的 内 容 另 有 专 书 讨论 。 

力学 中 的 定理 是 对 于 某 种 力学 系统 在 某 种 条 件 下 可 从 定律 用 
逻辑 推导 的 自然 规律 ， 如 果 在 讨论 分 析 力 学 的 原则 时 需要 的 话 将 
顺便 提出 , 但 不 作为 主要 内 容 列 人 。 


第 一 篇 ”分析 力学 的 基本 概念 
和 基本 原理 


第 一 章 ”分 析 力 学 的 一 些 基本 概念 


8$ 1-1 自由 系统 和 非 自 由 系统 . 约束 及 其 分 类 


质点 系 可 分 为 自由 系统 和 非 自 由 系统 。 例 如 太阳 系 中 各 星 
体 ,恒星 系 , 大 气 中 的 气体 等 都 是 自由 系统 。 各 种 机 器 的 机 件 ， 建 
筑 物 的 梁 和 柱 等 物体 都 有 其 它 物体 在 它 的 周围 限 制 它 的 运动 ， 
这 种 限制 称 为 约束 《Constraint)， 被 约束 着 的 力学 系统 称 为 非 自 
由 系统 。 . 

对 于 刚体 来 说 , 它 的 内 部 各 点 也 可 看 成 有 相互 约束 , 使 任何 两 
点 间 的 距离 保持 不 变 ， 这 是 使 刚体 在 受 力 和 运动 过 程 中 保持 形状 
和 大 小 不 变 的 基本 条 件 。 

力学 系统 的 约束 是 通过 约束 力 来 起 作用 的 。 约 束 力 都 是 未 知 
力 , 这 些 约束 力 只 有 当 被 研究 的 力学 系统 的 运动 情况 掌握 以 后 , 才 
能 进一步 求 出 它们 的 大 小 。 非 自由 系统 的 后 顿 运动 方程 既然 包含 
了 未 知 的 约束 力 ， 这 样 ， 这 些 约束 力 似乎 使 我 们 陷入 了 困境 。 但 
是 ， 有 不 少 约束 往往 可 用 简单 的 数学 方程 来 描述 。 这 样 的 方程 称 
为 约束 方程 。 有 了 这 些 方程 我 们 就 能 解脱 未 知 约束 力 所 造成 的 困 
难 。 关 于 约束 方程 的 建立 ， 可 举例 如 下 : 

(1) 一 个 质量 为 入 的 质点 , 用 长 为 了 、 质 量 可 赂 去 的 细 刚 杆 鲍 
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接 于 0 点 ,如 图 1-1 所 示 。 这 时 质点 的 约束 方程 可 写 为 


x? 十 欠 十 22 一 72 (a) 
如 果 将 刚 杆 改 为 柔软 的 细 绳 , 则 约束 方程 可 写 为 
22 十 拉 十 52<1 (5) 


对 于 前 者 , 质点 既 不 能 进入 半径 为 了 的 球 内 , 又 不 能 脱离 球面 
而 外 出 , 所 以 称 为 双 面 约束 。 对 于 后 者 , 质点 虽然 不 能 脱离 半径 为 
? 的 球面 外 出 , 但 允许 质点 进入 球 内 , 所 以 质点 只 受到 单方 面 的 约 
束 , 称 为 单 面 约束 。 当 我 们 求解 力学 问题 的 时 候 , 需要 的 是 约束 方 
程 , 而 不 是 不 等 式 。 当 质点 所 受到 的 约束 虽然 是 单 面 的 , 但 是 当 它 
仍 保留 在 这 约束 面 上 的 时 候 , 其 约束 方程 仍 可 用 式 (o) 表 示 。 如 果 
质点 已 脱离 约束 面 , 那 时 质点 的 运动 已 经 与 这 种 约束 没有 关系 , 而 
这 个 约束 方程 可 以 放弃 不 用 。 所 以 今后 应 用 约束 方程 时 不 再 对 这 
两 种 情况 加 以 区 别 , 不 过 要 注意 将 脱离 的 临界 位 置 。 

属于 用 细 线 悬挂 质点 的 力学 问题 如 单 摆 和 证 明 地 球 自 转 的 傅 
科 (Foucault) 摆 。 
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图 1-2 

如 果 将 细 线 换 成 质量 与 m 相 比 为 可 略 的 弹 筑 ， 其 弹 得 常数 为 
,如 图 1-2 所 示 。 那 么 ， 我 们 无 法 写 出 如 式 (o) 那 样 的 约束 方程 。 
这 样 ,力学 问题 就 复杂 得 多 了 。 

《2) 质量 为 mi 和 mz 的 两 个 质点 , 以 长 为 上 ,质量 为 可 了 略 的 刚 
。5 。 


性 直 杆 连接 , 如 图 1-3 所 示 。 约 束 方程 可 写 为 


(x1 一 x2) :十 (yi 一 y2) ?十 (zl 一 52)2 一 82 (ey 
ma (Ta, ¥2, 22) Z| 
1 (zs, Ys, £3) 
; ! ls 
4 3 
a (Ts Ys £4) 
mi (x, gb z1) mi (zi yr 21) [1 | 2 9 


图 1-3 图 1-4 
(3) 质量 为 waisms 和 ms 的 三 个 质点， 以 长 为 ils 和 1 的 
三 根 细 刚 杆 连接 , 如 图 1-4 所 示 。 约 束 方程 为 : 
(Zi 一 Z2)2 十 (91—Y2)? 十 (21—%2)? 一 人 


\ 


(x2— Xa)? + (ya — ys)? 十 (zs 一 zs) 2 一 7 (a) 
(zs 一 202 + (ya— y+ (zs—2)? = 1 
(4) 质点 r 约 束 在 光滑 曲面 上 , 曲面 方程 为 
px, Yy, 2)=0 (e) 
则 上 式 就 是 约束 方程 。 
以 上 各 约束 方程 都 是 质点 坐标 的 函数 , 属于 下 列 类 型 : 
f(z1, Yi 21 72 Ya, 352 ga aa) 一 0 (1-1a) 


其 中 YY zt Za yorZ2y pz、 Yrn、Zn 分 别 为 质点 1 m2、…、 
zx 的 坐标 @。 为 了 简便 起 见 ， 现 在 改 用 统一 符号 "来 表示 。 将 
ZI YN TD V2 Ya Z2 Ca Ynv Zn 改写 为 Vi za、 Zai04 Ys, ZX6 tan -2 
Zan-n Yany 这 样式 (1-1a) 可 改写 为 

f(z1 x2, 0 tn) =0 (1-18) 


8 ”以 后 在 本 书 中 ,小 示 质 点 系 的 质点 个 数 。 
ee 6 * 


如 把 xz1、x2、…、xsn 看 成 为 32 维 空间 的 矢量 x 的 分 量 ， 则 上 式 又 
可 简写 为 
f(x)=0 (1-1c) 
属于 式 (1-1) 类 型 的 约束 称 为 几何 约束 (Geometric constraint)。 
有 些 力学 问题 的 约束 方程 除了 包含 质点 的 坐标 以 外 ， 还 明 脐 
地 包含 时 间 去 这 样 的 约束 方程 可 写 为 
f(t, 71 Za on) 一 0 (1-2a) 
或 
f(t, x) =0 (1-2D) 
例如 约束 曲面 在 空间 运动 , 或 约束 面 随时 间 t 而 发 生变 化 , 都 属于 
这 种 约束 。 这 种 含 时 间 的 儿 何 约束 称 为 含 时 儿 何 约束 或 可 简称 为 
含 时 约束 (Time dependent constraint)。 几 何 约 束 是 含 时 几何 
约束 的 特殊 情况 ， 因此 今后 只 提 含 时 约束 时 , 就 意味 着 也 可 以 包含 
车 干 几何 约束 , 甚至 全 部 都 是 几何 约束 时 的 结论 也 必 成 立 。 
(5) 在 等 速 运动 中 的 火车 里 的 倾斜 桌面 上 放置 的 质点 ， 其 相 
对 于 固定 于 地 面 的 坐标 系 的 约束 方程 可 写 为 
Ar-BytCz+Dii+B=0 
其 中 4、B,C,D 各 吾 都 是 常量 , D 的 量 纲 与 速度 相同 ， 与 4、” 
B.C 等 不 同 , 上 式 就 是 约束 面 运动 的 类 型 。 
《6) 一 个 质点 约 来 在 脱 胀 着 的 气球 上 ， 这 时 气球 的 半径 及 为 
时 间 # 的 函数 , 可 写成 RBG)， 则 约束 方程 为 
十 玉 填 22 二 R(t)? 
应 谈 认 识 到 这 些 约束 方程 必须 在 求解 运动 微分 方程 以 前 就 能 
够 写 出 来 , 约束 方 程 本 身 不 受 被 约束 物体 运动 的 影响 。 
设 有 一 小 三 棱柱 4 放 在 光滑 的 大 三 棱柱 石上， 而 大 三 楼 柱 又 
放 在 光滑 的 水 平面 上 ， 如 图 1-5 所 示 。 此 时 4 受 重力 作用 而 下 
滑 时 ， 必 然 推动 互 向 反方 向 运动 。 卫 的 运动 受 4 的 影响 。 在 这 种 
se。 7 。 


图 1-5 图 1-6 


情况 下 , 大 三 棱柱 B 的 运动 , 其 约束 不 能 作为 含 时 约束 来 处 理 。 
(7) 两 质点 以 刚性 杆 连 接 , 杆 长 为 1 在 (z, 办 平面 内 运动 , 约 
来 条 件 是 杆 的 中 点 速度 始终 沿 杆 向 ， 如 图 1-6 所 示 。 几 何 约束 方 
程 有 三 个 如 下 : l 
2 一 0 
2 一 0 


(zs— zt1) 十 (ys 一 y1) =? ， 
中 点 0 的 坐标 为 人 ze 如 2 天) 所 以 中 点 C 的 吉庆 的 分 明 


可 写 为 2 训 并 ,各 二 突 。 因 中 点 速记 的 方向 角 为 tga 歼 有 约束 


方程 


ph 士 加 Yi 一 加 
021 十 Wa Ti, 


(1+ po) (ci 一 za) = (hit ha) (一 加 ) (1-30) 
上 面 的 约束 方程 包含 质点 的 速度 ， 因 此 称 为 运动 约束 伐 ine- 
matic constraint) 。 因 式 (1- -34) 可 改写 为 
(dy1 + dy) (2 一 20D = (dz1 + Ad,) 人: 一 yg) (人 -30 
所 以 又 称 微分 约束 (Differential constraint)。 
一 般 运 动 约束 可 写 为 


ee 有 。 


ft, x, X)=0 (1-4) 

从 式 (1-3) 可 看 出 , 我 们 无 法 将 它 单独 积分 出 来 。 以 后 我 们 将 

讨论 这 个 例题 如 何 与 动力 学 方程 联合 求解 的 问题 。 象 式 (1-3) 那 

ic constraint) 。 当 它 能 不 依赖 动力 学 方程 而 可 以 单独 积分 成 含 
时 约束 或 几何 约束 时 , 称 为 完整 约束 (Holonomic constraint) 。 


$1-2 广义 坐标 和 自由 度 


1。 自 由 系统 

如 果 我 们 研究 的 是 自由 系统 , 每 一 个 质点 在 空间 的 位 置 由 (>， 
9, 3) 三 个 坐标 来 决定 , 那么 % 个 质点 的 自由 系统 ， 需 要 32 个 坐标 
来 描述 。 如 果 不 利用 由 运动 微分 方程 得 到 的 积分 一 一 动量 积分 、 
动量 矩 积分 .能 量 积分 和 质心 运动 定理 等 , 那么 我 们 无 法 减少 这 32 
个 独立 变数 。 

现在 设 这 N (= 3m) 个 变数 x1,x2、…、zw 可 用 任何 其 它 六 个 独 
立 变数 gr gz.…、9x 来 表示 : 

zi=fiqngn gs) Gla,N) (1-5) 
由 于 这 个 力学 系统 是 自由 系统 ，N 个 x; 之 间 必须 不 能 有 任何 关 
系 存在 ， 因 此 这 六 个 函数 f; 是 相互 独立 的 , 也 不 能 存在 任何 关系 。 
在 数学 上 要 求 下 面 的 雅 科 毕 式 不 为 0: 
9g: gqi dqi 


Q(z1, Vay Tw) dg, dq, 9g; (1-6) 
dl(gi 和 gz 9"""y gx) sn. ee soe BM 


O21 Ars ,,, zy 
3gw 39x gqyn i 
上 式 是 妨 个 变量 41,9:、…、gs 不 存在 任何 关系 的 充 要 条 件 。 我 们 


ee 9 。 


称 这 种 独立 变数 wk ge、…、9x 为 广义 坐标 (Generalized coordinat- 
es)， 个 数 六 称 为 自由 度 (Degrees of freedom)。 显 然 % 个 质点 


的 自由 系统 , 其 自由 度 为 3n。 


一 个 自由 质点 妈 在 空间 直角 坐标 表示 为 ri rzza( 即 z. 四 2 


也 可 以 用 球 坐 标 ”, 8. 来 表示 , 如 图 1-7 所 示 。 它 们 之 间 的 关系 为 : 


Xi=rTcosOcosp 


X= recostsing (1-7) 


Xs— rsing 


、 图 1-7 图 i-8 
又 一 质点 加 在 空间 的 坐标 也 可 以 用 圆柱 举 标 p、6、% 米吉 未， 


如 图 1- 8 所 示 ， 则 : 


i 


z= pcos0) ， 
zz 一 Dsin (1-8) 
X38。 
显然 的 Tr 
cos0 sing 0 
9(z1， Xo, Ta) , 时 : 1 四 “ 
JP) 一 DOsinb poos0 0 [ p. 
0 0 … 1 


除非 一 0( 寻 原点 ), 其 它 各 处 雅 科 毕 式 都 不 为 0， 所 以 p, 9,9 是 
各 自 独 立 的 。 一 个 自由 质点 的 zi、zsz、 2 或 六 人 9 或 0. 人 2 都 可 


作为 广义 坐标 。 
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习题 1-1 试 算 出 式 (1-7) 的 雅 科 毕 式 。 

2， 非 自由 系统 

非 自由 系统 是 质点 系 有 了 约束 ， 各 质点 之 间 的 坐标 有 约束 方 
程 联系 着 。 因 此 如 果 质 点 系 含有 % 个 质点 和 个 几何 约束 ， 那 么 
描述 这 个 系统 的 独立 变数 的 个 数 ， 亦 即 广义 坐标 的 个 数 便 减 少 为 
34 一 个 。 因 此 自由 度 和 N= 二 34 一 。 

(1) 例如 一 质点 约束 在 平面 上 ， 我 们 以 此 平面 为 (2, 胃 平 面 ， 
那么 自由 度 为 2, 广义 坐标 为 2, y。 

《2) 设 一 质点 约束 在 球面 上 ， 那 么 我 们 用 球面 坐标 9, 9 为 广 
义 人 能 标 ,7 为 常量 , 可 以 不 考虑 , 所 以 自由 度 亦 为 2。 例 如 海洋 中 的 
船只 如 不 考虑 它 的 颠 签 , 我 们 研究 它 的 运动 时 , 就 只 要 用 经 度 6 和 
纬度 9 来 表示 。 

(3)》 $1-1 的 (2) 中 , 两 个 质点 有 6 个 坐标 (xx, gj， za, 92,22)， 
由 约束 方程 (1-3) 联 系 着 , 所 以 自由 度 入 二 3x2 一 1 二 5。 我 们 可 以 选 
25 82 21 及 以 质点 工 的 位 置 为 原点 的 球 坐 标 9,9 为 独立 变量 ， 此 
时 【一 7 为 常量 , (z1, go z5 0 9) 可 作为 广义 坐标 。 

(4) 例 1-3 中 ， 三 个 质点 有 9 个 坐标 (4X1, ,213 %2， Y2, 23 Xa， 
ys， zs) ,而 有 三 个 约束 方程 , 所 以 自由 度 和 N==3x3 一 3 一 6。 如果 有 
四 个 质点 ， 其 中 三 个 质点 用 三 根 刚性 村 连接 如 前 。 对 第 四 个 质点 
mk(CZ 4 2 用 长 诬 为 74 75、7e 的 三 根 风 性 杆 与 前 三 个 质点 连接 ， 
如 图 1-9 所 示 。 兹 时 2=4， 所 以 自由 度 入 =3x4 一 6 二 6， 也 是 6 
个 自由 度 。 如 再 添 第 五 个 质点 ms, 坐标 增加 3 个 (zs, ys, zs)， 连 接 
杆 也 增加 3 根 , 自由 度 仍 是 6。 仿 此 增多 , 无 论 是 几 个 质点 ， 自 出 
度 都 是 6 个。 由 此 可 见 ,一 个 刚体 的 自由 度 为 6。 

我 们 研究 刚体 运动 时 所 需 用 的 6 个 广义 坐标 ， 可 选 刚体 质心 
C 的 坐标 (zc, yc, zc) 和 三 个 欧 拉 (Euler) 角 %.2.0， 如 图 1-10 所 
示 。 这 三 个 角 坐 标的 定义 如 下 ; 
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图 1-9 ”图 1-10 
以 质心 C 为 原点 , 作 直 角 坐 标 系 Czgyz， 它 的 三 个 坐标 轴 和 
y、z 在 惯性 空间 的 指向 不 变 ; 作 C56w6 为 国定 于 刚体 的 直角 坐 
标 系 ; 坐标 平面 (6, 候 与 (2, 胃 的 交 线 CN 称 为 节 线 , 则 人 9 如 
图 所 示 , 即 ; ~ 


0= /ALCz 
p= LION 
“p= LNOS 

如 果 质点 系 的 有 些 约束 是 含 时 约束 ， 那 么 广义 坐标 的 个 数 依 
旧 是 W=3z 一 5， 其 中 必 是 几何 约束 个 数 与 含 时 约束 的 个 数 的 总 
和 。 关 于 非 完整 约束 的 自由 度 将 在 以 后 讨论 。 

从 以 上 关于 质点 系 自由 度 的 讨论 看 出 ， 对 于 质点 个 数 为 4 的 
自由 质点 系 它 的 自由 度 = 3x， 六 最 大 。 非 自由 质点 系 由 于 有 38 
个 约束 方程 ， 自 由 度 W 一 32 一 便 减 少 了 。 自 由 度 是 描述 质点 系 
运动 状态 的 变数 ， 因 此 有 了 约束 方程 不 但 不 增加 求解 动力 学 问题 
的 困难 , 反而 有 利于 解 题 。 关 于 如 何 应 用 约束 方程 , 将 在 以 后 详细 
讨论 。 

对 于 自由 质点 系 的 降 阶 问题 (自由 度 的 减少 ) 则 可 利用 动力 学 
的 已 知 运动 积分 。 例 如 一 个 质点 在 有 心力 作用 下 ， 这 力 对 力 心 的 
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动量 矩 不 变 , 因此 质点 运动 的 轨道 面 不 变 , 于 是 质点 的 运动 化 为 在 
平面 内 的 运动 , 成 为 两 个 自由 度 的 力学 系统 。 


$1-3 可 能 位 移 和 虚 位 移 
设 一 个 质点 约束 在 曲面 上 , 此 曲面 的 方程 为 
p(x,g,2)=0 (1-9) 
既然 质点 不 再 受 其 它 约束 ， 原 则 上 质点 运动 的 空间 就 是 这 整个 曲 
面 。 当 然 质 点 还 有 主动 力 的 作用 , 因而 质点 有 一 定 的 运动 规律 , 只 
能 沿 一 定 的 轨道 运动 。 但 是 后 者 尚未 明确 以 前 ， 单 就 式 (1-9) 来 
讲 , 经 过 4 时 间 后 质点 位 置 有 变动 为 wz.dy,qdz, 一 定 适合 方程 
pr+dr, y+ay, 2 二 Gd2) 一 0 (1-10) 
将 上 式 用 泰勒 (TaylorD 级 数 展开 , 有 
pz-tar, yt+ay, z+adz)= px, y, 2)+ 


+ 名 Ax 十 Pdyt dst 
路 去 高 阶 无 穷 小 , 并 应 用 式 (1-9) 和 (1-10), 得 
SP dst yt Spdz=0 (1-11) 
这 是 质点 无 穷 小 位 移 dr (4x, 9g, 42) 约 束 在 曲面 (1-9) 上 的 充 要 条 
件 。 由 于 尚未 考虑 到 质点 的 运动 规律 , 所 以 dx、ady、Qz 不 一 定 是 在 
真实 运动 中 出 现 的 位 移 。 但 是 是 约束 方程 (1-9) 容许 情况 下 可 能 
出 现 的 位 移 。 所 以 我 们 称 它 为 可 能 位 移 (Possible displacement), 
将 式 (1-11) 除 以 位 移 经 过 的 时 间 at 得 
dp .2p,., 9p, _ _ 
a 3ys 5332 一 0 (1-12) 


这 是 质点 可 能 速度 (2, $2) 应 适合 的 方程 。 
例如 质点 约束 在 球面 上 , 则 式 (1-9) 成 为 
m=z yz — R=0 
。13 ， 


式 (1-11) 成 为 四 

rari+ ydyt+zdz=r*dr=0 
上 式 表 示 质 点 的 可 能 位 移 dr 与 半径 了 垂直， 因此 > 与 了 也 相互 
垂直 。 


、 当 约束 方程 (1-9) 和 质点 的 坐标 (x, 分 确定 以 后 ， 名 、 狗 、 


字 就 成 为 已 知 的 定 值 了 。 此 时 式 (1-12) 表 示 质 点 的 速度 分 量 应 


满足 的 条 件 。 但 是 现在 速度 方程 只 有 一 个 ,而 速度 分 量 却 有 三 个 ， 
因此 式 (1-12) 不 能 确定 信人 多 的 量 值 。 

当 曲 面 方程 应 用 于 实际 问题 时 ， 总 是 一 种 近似 的 描述 。 所 以 
虽然 有 了 曲面 方程 ， 对 实际 问题 还 会 引起 有 无 摩擦 的 问题 。 现 在 
分 (1) 曲 面 光 滑 ,(2) 曲 面 粗糙 两 种 情况 来 讨论 。 

(1) 曲面 光滑 一 一 此 时 曲面 给 质点 的 约束 反 力 入 (CVa Non 
Ya) 方 向 沿 裔 面 的 法 线 , 即 有 


32:20:909_N :NTV， 


将 上 述 关系 式 代 入 式 (1-12), 得 
Nas+NadytN,adzs=N-.dr=0 : (1-13) 

所 以 光滑 曲面 加 于 被 约束 质点 的 约束 力 N 对 质点 的 可 能 位 移 dr 

不 作 功 。 这 种 约束 力 不 作 功 的 约束 称 为 理想 约束 (Ideal constra- 

inb 或 称 为 不 作 功 约束 (Workless -Ny 

constraint), 如 图 1-11 所 示 。 

”对 于 理想 约束 , 曲面 上 的 质点 
速度 分 量 芭 闪 z 除 式 (1-12) 以 外 ， 
尚 有 下 列 关系 式 : 

Fm t+2) +V ,9,2) =E i 
,14 。， 


其 中 召 是 质点 的 总 机 械 能 , 是 常量 ; 了 (z, yz) 是 位 函数 。 

(2) 曲面 粗糙 一 一 质点 在 此 曲面 上 运动 时 ， 受 到 与 质点 运动 
方向 相反 的 摩擦 力 的 作用 , 所 以 曲面 对 质点 的 总 反 力 N 可 以 分 解 
为 N, 入， 两 个 分 量 。N 垂直 于 曲面 ; N, 沿 曲面 的 切 平面 ， 
N, 即 摩擦 力 , 于 是 由 图 1-12 得 

N.dr=Ni:dr+N,:adr=N,*arK0 
因 入, 与 dr 方向 相反 ， 故 摩擦 力 和 N, 对 质点 作 负 功 。 如 果 
质点 继续 对 曲面 作 相对 运动 , 则 质点 的 机 械 能 将 不 断 减少 。 
现在 来 研究 例 1-2。 对 于 此 例 ， 
P= (172) 4 (gy) + (21 22) 
所 以 式 (1-11) 成 为 
(2 一 2a) (di 一 0za) + (y1—y2) (dy — dy2) 十 
十 (zi 一 Z2) (dz1—dz2)=0 


adr: 
mm! 
Ni 
N { 
2 drz 
/4 _ 
图 1-12 .| 图 1-13 | 
质点 工 所 受 的 约束 力 Ni 和 质点 2 所 受 的 约束 力 Na 按 作用 和 反 


作用 定律 有 一 六 ,二 六, 方向 沿 村 的 轴 向 , 如 图 1-13 所 示 。 于 是 
Ns Ny 二 Nis 


VT YY 2 
将 上 式 代 入 前 一 式 得 
Nis (dvi —adz2) t+ Niy (dy —dy2) -Ns (dz —dz) = 
=Ni: (Ari—drs) = Ndri+ N2:rs=0 . (1-14) 
上 式 表 示 以 刚性 杜 连 接 的 两 个 质点 的 约束 力 在 两 个 质点 运动 中 所 
»。 1 。 


作 的 功 之 和 为 零 。 

应 读 注意 , 每 一 个 约束 力 都 是 作 功 的 。 车 一 个 约束 力作 正 功 
另 一 个 一 定 作 负 功 , 使 两 者 作 功 之 和 为 零 。 

从 此 例 可 以 理解 到 刚体 内 任何 两 点 之 间 的 约束 力作 功 之 和 都 
为 零 。 亦 即 无 论 刚 体 如 何 返 动 ， 刚 体内 约束 力作 功 之 和 为 零 。 这 
种 约束 力作 功 之 和 为 零 的 约束 是 理想 约束 的 又 一 形式 。 

对 于 变形 体 ， 内 部 约束 力作 功 之 和 可 以 不 为 零 。 例 如 地 球 不 

是 刚体 , 地 震 时 地 这 的 部 分 发 生 位 移 , 引起 位 能 的 突然 减 小 ， 发 册 
巨大 的 能 量 ， 造 成 地 面 房 性 的 严 
重 破坏 。 

设 有 一 刚体 4 在 另 一 刚体 B 
的 表面 上 滚动 而 不 滑动 ， 如 图 1- 
14 所 示 , 那么 约束 反 力 恒 通过 AZ 
接触 点 。 现 在 接触 点 P 的 位 移 图 1-14 
dr 一 0， 所 以 Ndre=: 0。 这 是 具有 摩 所 力 而 仍 属于 理想 约束 
之 列 。 

现在 来 讨论 含 时 约束 - 
p(t, 2,y, 2)=0 (1~-15) 
经 Qt 时 间 后 , 质点 发 生 位 移 dz、dy、dz, 于 是 

‘PEtadi, star, ytay, s+az) =0 
用 素 勒 级 数 将 出 式 展开 + 略 去 高 次 项 , 并 应 用 式 (1-15) 得 


gg 9g ag 99 1 
3 十 By yt 3 Uz 十 3 at=0 (1-16} 


对 


或 
32 2 凶 y+ 种 pat 90 (1-17) 


ran 大 (ID 是 从 的 齐 次 式 ,而 式 (1-17) 
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不 是 放 娄 2 的 齐 次 式 。 但 两 者 在 
数学 上 都 属于 伐 夫 (Pfaff) 型 微 
分 方程 。 这 种 型 式 的 微分 方程 存 
在 着 解 案 的 条 件 , 参看 附录 1 
现在 讨论 图 1-15 曲 面 是 光滑 
的 情况 。 此 时 曲面 对 质点 的 约 来 力 NN 依旧 与 曲面 垂直 , 即 有 
Ns _N _ N_i 
ogp 9 90 (1-18) 
DZ oy DZ 
将 上 式 代 人 式 (1-17) ,得 


NudzTNdy 十 Nd Neor= 一 432ais0 (1-19) 


所 以 在 此 情况 下 , 约束 力 对 质点 可 能 位 移 所 作 的 功 不 再 为 0 。 这 是 
含 时 约束 与 几何 约束 的 一 个 重要 差别 。 
下 面 用 图 1-15 来 说 明 式 (1-19) 的 物理 意义 。 设 曲面 4B 在 at 
时 间 内 运动 到 4'8'"， 此 时 曲面 上 的 质点 对 空间 的 位 移 为 6r， 相 
对 于 曲面 的 位 移 为 6r; 曲面 上 与 质点 重合 之 点 的 位 移 为 Ar， 则 
dr 二 Or 十 Ar。 但 6r 可 看 成 为 曲面 不 动 时 质点 在 曲面 上 的 位 移 , 我 
们 从 图 中 看 出 6r 与 入 垂直 ,所 以 NN:6r=0。 
N.dr=N.(6r+Ar)=N.:Arx0 
因为 Ar 与 NN 的 方向 相同 , 其 功 不 为 0。 _ 
由 于 67 是 把 曲面 方程 (1-15) 的 时 间 停 住 不 变 时 质点 在 曲面 
上 的 位 移 ， 此 位 移 是 想象 的 ， 因 此 我 们 称 dr 为 虚 位 移 (Virtual 
displacement) 。 
对 于 虚 位 移 5r, 我 们 可 表示 为 
6r=0zxi+oyj +6zk 
于 是 曲面 对 质点 的 约束 力 所 作 的 功 为 
N.6r=N,0r+Nyiy +N,.0z=0 (1-20) 


力 对 于 虚 位 移 67 所 作 的 功 称 为 虚 功 (Virtual worlD 。 由 式 (1-20) 
可 知 ， 含 时 约束 曲面 对 质点 的 约束 力 对 于 质点 的 盛 位 移 所 作 的 虚 
功 为 零 。 
将 式 (1-13) 与 (1-20) 进行 比较 , 我 们 看 出 : 
对 于 几何 约束 ， 可 能 位 移 dr 与 虚 位 移 6r 两 者 特性 相同 ， 光 
滑 曲 面 对 质 点 的 约 来 力 经 质点 的 可 能 位 移 或 虚 位 移 都 不 作 功 。 
对 于 含 时 约束 ,可 能 位 移 dr 与 虚 位 移 6r 不同， 约束 力 对 可 
能 位 移 所 作 的 功 不 为 0, 而 约束 力 对 虚 位 移 所作 的 功 为 零 。 
现在 我 们 推广 虚 位 移 这 个 概念 到 一 般 含 时 约束 


f(t,X)=0 (1~21) 
那么 对 于 可 能 位 移 , 有 约束 方程 
af 9f ys _ 
Za + =0 (1-22) 
对 于 虚 位 移 的 约束 方程 为 ， 
af s. _ | _ 
3- =0 《1-23) 


比较 上 面 两 式 可 知 br 与 4r 两 者 不 同 。 
对 于 几何 约束 ,了 不 含 志 所 以 式 (1-22) 变 成 . 


of 1 
Za 0; 一 0 


于 是 dr 又 与 br 相同 。 
虚 位 移 6r 的 特性 很 象 数学 中 的 变 分 ， 因 此 采用 与 变 分 相同 
的 符号 。 在 分 析 力 学 中 ， 一 个 力学 量 2Z 随时 间 上 和 其 它 实 参数 ai、 
ca an 而 变 , 即 
t=w(t; 1, Ke, yn) 
那么 uz 表示 由 于 非 时 间 参 数 was、…,on 的 变更 而 引起 的 无 限 小 
变更 , 即 


-ee 8 +» 
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如 果 时 间 也 参与 变化 , 那么 用 微分 符号 , 而 有 
_ ox 9» 
dx= > +3at 


关于 变 分 符号 6 与 微分 符号 的 可 交换 性 , 可 参看 附录 II。 
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第 二 介 ”分析 力 学 的 两 个 基本 原理 


(一 ) 虚 位 移 原 理 


$2-1 理想 约束 和 虚 位 移 原 理 


我 们 从 上 节 可 以 看 到 : (了 ) 质 点 约束 在 光滑 曲面 上 时 ， 约 束 力 
对 质点 可 能 位 移 不 作 功 ; (2) 两 个 质点 以 刚 杆 连接 的 两 个 约束 力 对 
两 个 质点 所 作 的 功 之 和 为 零 ; (3) 刚体 中 质点 之 间 的 约束 力 不 作 
功 ; (外 刚体 在 粗糙 面 上 作 纯 滚动 时 , 约束 力也 不 作 功 ; (5) 两 个 刚 
体 以 光滑 贸 链 相连 接 如 图 2-1 所 示 ， 它 们 相互 之 间 有 约束 力 Ni 
和 J : 按 作用 和 反作用 定律 , Ni= 一 N,, 车 匀 链 有 可 能 位 移 br， 
那么 也 有 


0 


2-1 图 2-2 

(N+N,) :dr=0 
(6) 放 在 光滑 轴承 上 的 轮轴 系统 , 在 支 座 上 有 轴承 反 力 N; 和 和 Nu 
如 图 2-2 所 示 , 当 轮 轴 转 动 时 , N, 和 N 也 不 作 功 。 
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总 之 ,在 工程 实际 中 , 由 于 采用 润滑 油 和 机 械 零 件 表面 加 工 成 
所 需要 的 光洁 度 等 措施 ， 约 束 力 所 作 的 功 极为 微小 。 为 了 先 建立 
理想 简单 情况 下 的 力学 理论 ,我们 定义 : 凡是 一 个 质点 系 的 所 有 约 
束 力 , 对 于 各 质点 可 能 位 移 所 作 的 功 之 和 为 0, 其 约束 称 为 理想 约 
束 。 即 对 于 理想 约束 , 有 


DIN,dr;=0 (2-1) 
i=1 


由 于 应 用 了 上 述 条 件 ， 使 我 们 处 理 约 束 系统 的 力学 问题 得 到 
了 简化 。 

如 果 系 统 中 有 含 时 约束 , 那么 约束 力 NN; 对 于 dr; 是 作 功 的 。 
此 时 , 由 上 池 的 启示 , 我 们 可 用 虞 位移 来 代替 可 能 位 移 。 于 是 对 于 
含 时 约束 有 


了 ,Ni6ri=0 (2-2) 
i=1 


由 于 f(t,T;) 二 0 是 比 f(7i)=0 更 普遍 的 约束 方程 ， 为 了 建 
立 更 广泛 的 力学 理论 , 我 们 再 改 用 式 (2-2) 作为 理想 约束 的 定义 。 

现在 开始 应 用 理想 约束 来 建立 静 力 学 中 很 重要 的 虚 位 移 原 
理 。 

设 有 一 质点 系 , 它 有 % 个 质点 mavmis mo， 每 一 个 质点 mi 
受 有 主动 力 请; 和 约束 力 N;， 当 质点 系 平衡 于， 对 每 一 个 质点 都 
有 

F,+N;=0 (2 =1,2,.,n) 

设想 每 一 个 质点 离开 其 平衡 位 置 作 虚 位 移 67;, 则 有 
- (十 AND or;=0 
对 整个 质点 系 则 有 


SPHND .6r;=0 (2-3) 
i=1 


应 用 理想 约束 条 件 (1-25), 上 式 变 为 
SF， ‘6r;=0 (2-4) 


式 (2- 分 也 是 质点 系 平衡 的 充分 条 件 。 现 在 采用 反 证 法 : 已 知 
式 (2-4) 成 立 , 要 证 明 原 为 平衡 的 质点 系 依旧 保持 平衡 状态 。 

如 果 质 点 系 不 平衡 ， 那 么 不 平衡 的 质点 m; 上 就 作用 着 一 个 
力 ， 此 力 是 作用 在 质点 m; 上 的 主动 力 下, 和 约束 力 N; 的 合力 ， 
即 

R,=F,+ N,N 
因为 质点 系 原 为 静止 , 质点 m; 受 力 R, 作用 自 静 止 开始 运动 。 以 
质点 的 实 位 移 dr; 作为 虚 位 移 57; (只 对 平稳 系统 才 行 ), 此 时 67， 
的 方向 一 定 与 及 ; 的 方向 一 致 ( 见 附录 LD , 故 
R..6r,>0 

对 整个 质点 系 就 有 


n 


>_R,:6r,>0 


i=1 


SIF,+N;) :6r;>0 


i=l1 


应 用 式 (2-2), 上 式 成 为 


LF,.6r,>0 


此 式 与 式 (2- 全 矛盾。 这 是 由 于 假定 及 ; 半 0 引起 的 。 所 以 必定 及 ， 
一 0, 即 

五 ;十 入 ;=0 (一 1 2 
亦 即 原 质点 系 依旧 保持 平衡 状态 。 虚 位 移 原理 可 和 叙述 如 下 具有 
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双 面 理想 约束 的 平稳 质点 系统 ， 在 给 定位 置 上 平衡 的 充 要 条 件 是 


vv oem 
EAT PE ~~ 
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8$ 2-2 虚 位 移 原理 在 静 力 学 中 的 应 用 
1. 求 一 个 自由 度 机 构 的 机 械 利益 
设 作用 于 一 个 自由 度 机 构 的 主动 力 为 P， 从 机 构 作用 于 外 界 
的 从 动力 为 @, 在 P 和 QQ 的 作用 点 各 有 一 虚 位 移 5p 和 6q, 则 由 
虚 位 移 原 理 有 
P.5p+Q.6g=0 


或 
Pépcos0,+Qogcos0s=0 (2-5a) 
于 是 机 械 利 益 
= dpeos0s - 
4 P jgcos0, (2-56) 


式 中 名 为 卫 与 6p 之 间 的 夹 角 , bu 为 @ 与 5q 之 间 的 夹 角 。 

例 2-1 巢 的 后 轮机 构 由 两 杠杆 所 组 成 , 直 杆 4B, 更 杆 CD 各 与 加 定 锐 
链 01,0, 和 连 杆 BC 相连 接 , 如 图 2-3 所 示 。 此 连 杆 与 两 杆 所 成 之 角 各 为 9， 
和 ps。 当 机 构 在 此 位 置 时 ,4 比 01 高 如 DD 与 0; 之 辣 的 水 平 距离 为 到 。 今 


图 2-3 
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在 4 点 作用 一 水 平 力 P, 在 妃 点 作用 一 铅 垂 力 Q， 且 01B=71, 0.0=r,。。 求 
机 械 在 平衡 状态 时 的 机 械 利 益 。 

解 : 为 了 应 用 式 (2-5)， 要 求 出 9 和 8.。 从 图 上 看 出 : gp 一 90 一 Po 
如 一 180 一 0。 所 以 式 (2-5) 成 为 

Pépsing,=Q6gcosd (a) 
下 面 找 出 6p 与 59 的 关系 式 。 由 图 有 : 
| 67 =0.4A69,, 6 一 71901 Go 一 *2G0， 54 一 -80 
又 398.6c 在 BO 上 的 投影 必须 相等 ,所 以 
Gbeos(90°—g1) =6rcos (90° —g,) 


于 是 5 一 2 sp— 014 cos (90° —g,) $c = 0,2 :Asings, 580 
rl 60s (90 一 9U) TiSin pL 


72014sin gp， cs 人 5g 
71Sin pi 


又 h=0.Asin gp, 将 以 上 两 式 代 入 式 (q)， 得 


A= Q_ hr, sin 9。 
P Hrising: 


2， 虚 位 移 原 理 的 扩大 应 用 

虽然 虚 位 移 原理 的 特点 是 : 1) 需要 约束 类 型 为 理想 约束 , 2) 
约束 力 在 堪 位 移 方 程 中 被 消去 ,3〉 虚 位移 无 需 经 过 时 间 , 4) 应 用 
于 静 力 学 。 但 是 , 我 们 可 辩证 灵活 地 应 用 这 些 概念 , 因而 可 以 扩大 
虚 位 移 原 理 的 应 用 范围 。 现 分 述 如 下 : 

(1) 将 摩擦 力 看 作 主 动力 ， 应 用 虚 位 移 原理 可 以 处 理 不 是 理 
想 约束 的 力学 问题 。 

虽然 分 析 力 学 需要 的 是 理想 约束 ， 但 是 也 可 以 处 理 非 理想 约 
束 的 问题 。 我 们 将 约束 反 力 分 解 为 垂直 于 曲面 的 约束 力 NN,, 和 平 
行 于 曲面 的 约束 力 NN ,, 把 后 者 不 看 作 约 束 力 而 当 作 主动 力 , 那么 
我 们 就 可 以 求解 有 摩擦 力 的 力学 问题 。 

例 2-2 如 图 2-4 所 示 , 求 螺旋 压 棒 机 的 机 械 利益 。 螺 纹 是 方形 的 ， 螺 
旋 间 的 摩 按 系 数 k==tg9p。 

解 : 设想 施 力 杆 4B 两 端 作用 着 主动 力 Pp, 被 压榨 物体 的 反 力 为 Q， 此 
。 24 .4 


外 尚 有 支架 在 C 处 给 予 螺 旋 的 压缩 力 Wi、 mas. …、 mV， 和 摩擦 力 五 :，Fa 
F。。 设 想 施 力 杆 转动 一 短小 角 60, 则 4 卫生 点 的 虚 位 移 3p= 志 0。 螺 虐 为 


六 则 @ 点 的 虚 位 移 6 一 nh, 螺旋 上 压力 Ns 与 螺旋 斜面 的 位 移 垂 直 , 所 以 
是 理想 约束 , 可 以 不 计 。 


图 2-4 


设 螺 旋 间 接触 类 而 的 平均 半 和 多 为 7, 则 螺 面 摩擦 力 的 虚 位 移 为 -30 ,其 


cosa 其 


中 为 崇 面 倾斜 角 。 有 关系 式 有 =2xrtana, 于 是 虚 位 移 原 理 (2-4) 可 写 为 
2P (55 0)— Qh 3 _ZF_r00 0 (2-6) 


cos C 
但 摩擦 力 2F= 4ZN， 各 将 名 所 受 了 力 投影 于 铅 重 轴 上 , 有 
ZFsinag~ZNeosat+Q=0 
于 是 
SSF- HL 


eosa—usina 
将 上 式 代 入 式 (2-6) 并 约 去 60, 得 


由 上 式 解 得 

。 A Qcosa~ psina) 
P r(sinat+kecosa) 

或 用 摩擦 角 多 表示 ， 


es 25 。 


_ 7 cos(C 十 p) 1 
4A- ap) rt9) 


(2) 想象 解除 某 一 约束 后 ， 此 约束 对 力学 系统 的 作用 可 用 一 
约束 力 代 替 。 把 约束 力 当 作 从 动力 , 就 可 以 求 出 约束 力 。 

虽然 虚 位 移 原理 的 优点 在 于 可 以 把 未 知 的 约束 力 完 全 消去 ， 
但 是 我 们 也 可 以 把 约束 一 个 一 个 地 解除 ， 并 将 约束 力 看 成 为 从 动 
力 , 从 而 把 约束 力 一 个 一 个 地 全 部 求解 出 来 。 

例 2-3 试用 虚 位 移 原理 求 图 2-5a 所 示人 答 架 在 水 平 力 P 的 作用 下 ， 枉 
件 1,2.3 的 内 力 。 


(1) 求 杆 了 的 内 力 
将 杜 工 用 约束 力 Ni 代 车 , 并 将 它 看 成 为 从 动力 , 则 上 部 杭 架 可 以 看 成 为 
绕 匀 链 8 转动 , 如 图 2-56 所 示 。 设 角 位 移 为 6p, 于 是 


PSP— N64=0 
而 6P=h5g, ca 一 app 
所 以 


(2) 求 丁 2 的 内 力 
整个 上 部 术 架 可 以 看 成 有 微小 的 平移 , 如 图 2-5e 所 示 。4、 孚 两 点 各 绕 
0.D 两 点 转 60 角 。 因 5P=6b 一 6 一 h60, 于 是 碟 位 移 原 理 方程 成 为 。 
POP=N,cosyoa 
故 
。26'。 


N,=- 工 _- 尽 大 二 PP 
Cosy»y a | 


习题 2-1， 求 上 题 杆 3 的 内 力 。 

(3) 虚 速度 原理 在 侍 可 夫 斯 基 (Joukowsky) 杠 杆 的 应 用 。 

我 们 提 到 虚 位 移 是 想象 的 , 作 此 位 移 可 以 不 经 过 时 间 , 但 也 可 
以 认为 经 过 时 间 ， 这 样 将 式 (2-4) 除 以 作 位 移 所 经 过 的 对 应 时 间 
dt, 得 到 


SF,.o,=0 | (2-7) 
上 起 称 为 虚 速 度 原理 。 
对 于 式 (2-5) 有 
Popcos0p 十 @oprcos0=0 (2-8) 


把 力也 在 2 方向 的 投影 Pcosbs 记 为 P', 力 Q@ 在 vs 方向 的 投影 
Qcos04 记 为 一 8Q', 则 自 式 (2-8) 有 
P’:0’=v :vp (2-9) 

这 反比 关系 就 是 “得 之 于 力 失 之 于 速 * 的 力学 之 爹 律 。 是 伽利略 
(Galileo) 首 先 在 斜面 中 表述 出 来 的 , 可 说 是 虚 位 移 原理 的 维 形 。 

儒 可 夫 斯 基 把 式 (2-7) 看 成 为 力 撼 关系 式 ， 为 此 必须 把 各 %， 
顺 同 一 方向 转 90” 角 ， 这 个 方法 的 优点 是 可 以 发 展 成 应 用 速度 分 
析 的 图 解法 [ 参 1 ]。 

例 2-4 讨论 四 连 杆 机 构 48BCD。 如 图 2-6q 所 示 ， 在 4B 上 作用 一 力 


忆 , 在 C 上 作用 着 从 动力 Q， 它 们 的 方向 如 图 所 未 。 召 和 C 点 分 别 产生 速度 
vs 和 uc 则 os、ue 由 速度 投影 定理 联系 着 : vscosa 一 zocosB。 任 取 一 点 0 
为 极点 , 如 图 2-65 所 示 。 作 08 上 ae, OcLvos。 因 08 1 4B, 0c De, 在 0b 上 
任 取 一 点 六 作 5c1 Be, 与 Oc 交 于 c。 在 5 点 和 c 点 各 作 5P 1 P，c@ /1 @。 
自 0 作 虚 线 加 |P, hs 0。 则 式 (2-7) 为 . 

Pocosb, = Qv.cos0, 

Ph,= Qh, 
上 式 可 以 看 成为 力 P,Q 对 0 点 的 力 炬 正好 平衡 。 
(4) 最 后 , 虚 位 移 原理 只 能 应 用 于 静 力 学 的 限制 , 由 于 有 了 达 

朗 伯 (d'Alembert) 原 理 , 能 扩充 到 应 用 于 动力 学 。 分 析 动 力学 主 
要 就 是 从 事 于 这 方面 的 研究 。 这 里 不 再 举例 ， 自 第 二 篇 开始 就 将 
讨论 分 析 动 力学 。 


8 2-3 广义 坐标 的 平衡 方程 ,广义 力 
设 有 一 2 个 质点 的 质点 系 , 它 有 居 个 含 时 约束 ， 
六 (zh za sd) 一 0 (一 1 2 Hh) 
那么 3 个 z 坐标 ,只 有 六 = 37 一 有 个 是 独立 的 。 我 们 可 选 出 与 这 
34 个 举 标 有 下 列 关系 的 NW 个 广义 坐标 gr、 ga、…、gx: 
waa(di, 02 dn; t) (B=1,2,', 3n) 
于 是 


Nx 

3 

6xg= > (2-10) 
p=1 72? 


又 将 对 应 于 统一 坐标 ze 的 主动 力 分 量 表 示 为 头 。， 则 虚 位 移 
方程 可 写 为 


3n 
DS_ ,Xpbzp=0 
B=1 


将 式 (2-10) 代 入 上 式 得 


ss 28.» 


x Sn-0 


即 
SEX, tg,=0 
p=18=1 

< ox 
0 x ) 
B=1 
则 


Sj0,6¢,=0 (2-11) 


但 6q1、,69,、…、69, 是 相互 独立 的 , 因此 我 们 可 令 6g1 一 1, 64,== 

二 64 二 …= 二 6qy= 二 0, 则 式 (2-11) 成 为 81=0。 同 样 我 们 令 6q1 二 0， 

=,06gwx=0, 6g,=1, 则 有 Q2= 0。 这 样 继续 下 去 ， 由 式 (2-11) 
可 得 


Qi1=0,82=0,., Ox=0 (2-12) 
我 们 称 8; 为 对 应 于 广义 坐标 9; 的 广义 力 (Generalized force)。 在 
应 用 广义 坐标 的 情况 下 ， 质 点 系 平衡 的 充 要 条 件 成 为 所 有 的 广义 
力 等 于 0。 要 注意 以 上 的 推论 是 建立 在 各 9% 相互 独立 的 基础 上 
的 。 对 于 不 是 相互 独立 的 坐标 , 例如 6z 6z。、…、5za 就 不 能 得 出 
二 0、 半 ,二 0、"…、 站 3n 二 0 等 结果 。 注 意 今 后 在 分 析 力学 中 我 们 
经 常 应 用 上 述 推导 的 逻辑 。 
例 2-5 如 图 2-7 所 示 , 两 根 长 为 4: 和 7: 的 均 质 杆 4B 和 BC, 用 光滑 鲍 
链 连接 于 B。 杆 重 P, 和 P。。4B 杆 一 端 4 铵 接 于 国定 点 4。 试 求 在 C 端 
作用 一 水 平 力 屎 使 之 平衡 时 , 两 杆 与 铅 垂 线 的 夹 角 ac 和 有。 
解 : 现在 主动 力 有 三 个 : Pi、Ps 和 FF, 所 以 虚 位 移 方程 包括 有 三 项 : 
Pi6yp+ Poys-- Foxo=0 (a) 
e 29 。 


要 求 5yp,6ys 和 6zc, 可 先 写 出 Yo、Yr 和 zo 如 
下 ; 、 
因 = 全 oos a, 


yg = {1cos at eosp, 


wo=lising+?,sinp 
由 上 式 看 出 ，a、B 是 相互 独立 的 ， 可 以 用 作 
广义 坐标 。 所 以 : 


G 思 一 一 号 sin COa 


Oys=— lsinada.— in 06p 


Ozc=11icosada+t+ lcos BSP 图 2-7 
将 以 上 三 式 代 人 式 《a) 得 


P (2 cc )+P, (hsinada 一 各 sin pp )+ 


+F(licosada+ lc0s p68) =0 
则 对 应 于 QP 的 广义 力 为 : 


0.— (3Prsina Pusinat Peos Qa)li=0 | 


(5) 
Qe Te 2 一 0 


由 式 (3) 看 出 , 当 我 们 用 角 基 做 广义 坐标 时 , 对 应 的 广义 力 为 力矩 ， 它 们 与 广 
义举 标的 乘积 的 量 纲 为 功 。 
倪 2-6” 刚 供 的 平衡 条 件 。 我 们 由 § 1-4 知道 自由 网 往 的 自由 度 因 ==6， 
所 以 自由 刚体 的 平衡 条 件 也 有 六 个 。 求 这 六 个 平衡 条 件 。 。 “ 
组 刚体 上 任 一 点 了 的 甩 速 座 ah 可 用 下 趟 表示 :- 
Vi—yo+ OXr; : 
式 中 避 是 极点 0 的 肛 壕 座 ，@ 表示 刚体 绪 通 过 役 点 的 站 的 虑 角 记 十， 于 是 
.30 。 


! z 


碟 速 度 原理 可 写 为 


我 n n n 
> F,*v;= > prot ox (S rw 人 xr) 
i=1 i=1 i=! i=1 


但 vo 和 @ 是 相互 独立 的 , 因此: 


Sr 
t=1 1 
n ) (2-13) 
DriXF,=0 
i=1 
式 中 rXF 是 力 FF; 对 极点 0 的 力矩 Mi。 所 以 式 (2-13) 可 写成 : 
EX=0, ZY=0, ZZ 一 0 | (2-14) 
EM,=0, SM,=0, EM,=0 


式 (2-14) 是 刚体 平衡 的 充 要 条 件 , 是 静 力 学 空间 一 般 力 系 的 基本 方程 。 
8 2-4 力 具 有 势 函数 的 平衡 条 件 ， 平衡 
的 稳定 性 讨论 ! 参 2(a) ] 


车 质点 系 每 一 个 质点 上 作用 的 主动 力 都 是 质点 位 置 的 函数 ， 
各 力 的 大 小 与 函数 了 上 (zy za …， zs 的 导数 有 关 , 而 可 以 写成 


X= 一 守 - (2-15) 
[3 
那么 虚 位 移 方程 变 成 
3 3n 
> XOx4= 一 P67,= —6V (zi za “Xan) =0 
i=1 i=1 TE > 


(zu zo，…, zan) 称 为 势 函数 , 因为 它 的 值 可 以 用 来 表示 势能 的 大 
小 。 严 可 以 改写 成 广义 坐标 gl ga …、gxw 的 了 国 数 了 (qi, ga …, gw)， 
于 是 平衡 条 件 可 改写 成 
OV (qi1, q2,*", qx) = 
= 十 区 -6g。 + 十 各 -6qw=0 
因为 5q1,6gs、…、69; 都 是 独立 的 ,所 以 平衡 条 件 为: 


se 3 。 


1_ 0 多 0. 0 
gq ‘0g, ”ggw 


事实 上 一 各- 就 是 对 应 于 的 广义 力 8;， 所 以 式 (2-16) 就 是 


9,=0G=1,2,…, 入) 的 另 一 写法 ,平衡 条 件 式 (2-16) 对 于 平衡 的 
性 质 并 没有 任何 说 明 。 我 们 知道 平衡 可 分 三 种 不 同 的 情况 : (1) 稳 
定 平衡 , (2) 不 稳 平 衡 , (3) 随 过 平衡 。 现 在 就 单 自 由 度 系统 的 简单 
情况 ,加 以 过 论 。 单 自由 度 的 力学 系统 ， 它 车 存在 着 势 函 数 六 , 那 
么 了 只 是 一 个 广义 坐标 2 的 函数 上 (9)。 如 果 势 函数 了 (9) 的 图 
- 线 如 图 2-8 所 示 , 那么 我 们 将 有 以 下 三 个 结论 : 


=0 (2-16) 


图 2-8 
(1) 相对 极 小 点 B.C 为 稳定 平衡 位 置 ; 
《2) 相对 极 大 点 4、D 为 不 稳 平衡 ( 参 2) 位 置 ; 
(3) 水 平 线段 了 BF, 了 = 常量 ,为 随 遇 平 衡 位 置 。 
现在 说 明 如 下 : 设 ge 是 个 平衡 点 ，& 是 在 g 邻近 ， 那 么 由 泰 
勒 级 数 有 


了 (0)= 7 (qo + (3 乞 ) (9- go) 十 六 二 (3 3) C- go) 十 


+3( 2 ) (4—go) (2-17) 


式 中 ( 亏 


® 32 。 


条) 表示 3 在 9 一 @ 的 值 , 因 go 为 平衡 点 ,所 以 


于 是 略 去 二 次 以 上 高 阶 无 限 小 后 , 式 (2-17) 成 为 
V(q) =F(go 十 寺 志 兄 2 (9 一 go)3 (2-18) 
由 上 式 可 知 , 当 : 
(1) (9 z), >0, 内 则 上 式 右 边 第 二 项 恒 为 正 值 。 因 此 (9) > 
V (qo)。 所 以 此 时 go 为 相对 极 小 点 。 又 此 时 作用 的 广义 力 由 式 
(2-18) 为 
32T 
0= 一 务 = 一 (还 ) 一 0) (2-19) 


方向 相反 。 这 样 ,系统 代表 点 偏离 平衡 位 置 后 , 有 势力 将 使 它 恢复 
到 原来 位 置 , 所 以 平衡 是 稳定 的 。 
(2) ( 守 ) 二 0, 由 式 (2-18), (9) <V(go)， 所 以 qo 为 相对 
极 大 点 。 再 由 式 (2-19) ,gq 一 qo 之 0 时 ,8 之 0; 4 一 qo 过 0 时 , 8 过 0; 所 
以 8 与 位 移 g 一 go 的 方向 相同 。 因 此 有 势力 使 代表 点 继续 扩大 与 
平衡 位 置 的 距离 , 所 以 4。 为 不 稳定 平衡 位 置 。 
(3) 著 了 (g) 的 各 阶 导数 均 为 0， 则 (gq) =V (go) = 常量 , 此 
时 系统 为 随 遇 平 衡 。 
aVv a2V oy 
(4) 如 果 ( 3 ) =( 基 7) = 0,( 35 ) 关 0， 则 go 既 非 相对 极 
大 ,也 非 相对 极 小 , 是 个 拐点 , 如 图 2-9 所 示 。 此 时 式 (2-17) 成 为 
加 7133 矿 _ 3 
F(O) =V (9) + ), (q—go)?+ 


此 时 广义 力 为 
® 33'. 


了 了 ° 《 
(a) (5) 
图 2-9 
(9 5) >>0, 图 线 如 (a) 所 示 ,@ 恒 为 负 值 。 
当 ( 铬 ) <0, 图 线 如 (56) 所 示 ,Q 恒 为 正 值 。 
所 以 此 平衡 是 不 稳定 的 。 
总 之 ,如 果 首先 不 为 零 的 导数 是 (7) 关 0, (a322) ,那么 当 


"为 奇数 时 ,4 为 不 稳定 平衡 位 置 ，? 为 偶数 时 则 当 ( 


a"V 

5 ) >。 
oaV 

时 ,Vgi) 取 极 小 值 ,go 是 稳定 平衡 位 置 ; 当 (7 和 ) <0 时 ,V (go) 


取 极 大 值 , qo 是 不 稳定 平衡 位 置 。 

以 上 平衡 位 置 稳 定性 的 讨论 , 只 讨论 了 纯 是 由 qo 的 位 置 偏离 
所 引起 的 ， 并 没有 论 到 具有 速度 的 扰动 。 因 此 是 纯 静 力 学 观点 的 
判别 稳定 性 ， 否则 要 从 动力 学 的 观点 加 以 讨论 。 

例 2-7 可 用 于 测定 转动 惯量 的 双 线 摆 (Bifilar Pendulum) 如 图 2-10 
a 所 示 。 设 均 质 村 4B 长 24, 重 8， 两 端 分 别 用 长 为 的 线 共 在 同一 水 平 线 
上 的 G.D 两 点 , GD 一 25。 求 使 杆 -4B 转 一 6 角 所 需 的 力 偶 矩 M。 

解 ，DB=V 直 一 (5 一 a)7。 杆 旋转 9 角 后 , 48B 达到 4B" 位 置 ， BB 水 
.0.34。 


平 距离 为 2qsin. ,如 图 2-108 所 示 。 又 B' 至 DB 线 的 重 足 为 刷 0' 了 ==b 


0'B' = 一 a, 如 图 2-10c 所 示 。 故 
五 页:=-a2z 十 8 一 2cbcosb 
DF?=1:— BF: 一 12 (g++b—2abc0s0) = 


一 ?2 一 (2D 一 Q)2 一 40DS 这 2 号 


(a) 


图 2-10 
所 以 


v= — (bo:—4absin 5 


absing 


2T 
型 一 一 一 一 @@ 
20 VE 一 Go 一 0sin: 才 
例 2-8 正方 形 均 质 东 板 可 在 铝 牌 平面 内 
绕 通 过 其 顶 角 C 的 轴 转 动 ， 如 图 2-11 所 示 。 薄 
板 的 重量 为 卫 , 边 长 为 a。 在 荡 板 的 顶 角 和 4 上 连 
接 一 强 , 强 长 7 中 过 极 小 滑车 B, 在 下 端 持 一 重 物 , 物 重 9 一 和 2P。 谓 车 
a - 
在 0 点 铅 垂 上方 相 距 为 4 的 位 置 上 。 求 该 系统 的 平衡 位 置 , 并 讨论 共 稳 定性 。 
解 : 了 和 98 的 位 能 以 B 为 标准, 则 
V=P[lat+ OGcos (+45°)]~— (lI—~Va: ai—2g: co0sy )Q= 


i :33 :0 


= Pa 一 19+>2p [cos (w+ 45°) +2sin | 


2V Vioa 。 oy 1 
有 P| amp+45") cos $| 0 


sin (十 45°) = (sing+ eosy), eos = / os 


所 以 条 件 分 一 0 成 为 


YE (siny+ cosy) -Vo 


或 
eos% (2siny—1)=0 
(1) 车 cos$=0, 则 得 y= 子 , = 
(2) 车 sin 一 寺 ， 则 得 一 工 ， %= -于 
于 是 : 
区 一 0P> !， 稳 定 平衡 
六 ,az 一 一 全 aP<0， 不 稳定 平衡 
条 28— 0.38886 Fep<0, 不 稳定 平衡 ; 
,sa =0.4829 Zep>0, 稳定 平衡 。 


所 以 只 有 y= 子 和 %= -于 两 个 位 置 为 稳定 平衡 


和 6 相 


(二 ) 达 朗 伯 原 理 


$2-5 牛顿 运动 第 二 定律 和 达 朗 伯 原 理 
当 力 五 作用 于 质点 时 ,质点 的 动量 mw 就 发 生变 化 ,而 有 
P= (mv) (2-20) 
式 中 m 为 质点 的 质量 , 2 为 质点 的 速度 ， 两 者 之 积 mw 作为 物体 
运动 的 一 种 度量 一 一 动量 , 是 第 卡 儿 (Descartes) 所 引入 的 。 
自从 1905 年 爱 因 斯 坦 (Einstein) 的 相对 论 出 现 以 后 ， 才 知道 
一 个 物体 的 质量 随 速度 2 而 变化 。 


Ts (2-21) 


式 中 mo 为 静止 质量 ，e 为 光速 。 当 速度 接近 光速 时 ， 质 量 随 速度 
发 生 很 大 的 变化 。 例 如 在 加 速 器 中 为 使 粒子 速度 稍 有 增加 就 需 供 
给 巨大 的 能 量 。 式 (2-20) 可 改写 为 

F=mv+mw (2-22) 
式 中 w== 扣 是 质点 的 加 速度 。 由 上 式 看 出 , 变质 量 的 质点 ， 力 与 


加 速度 方向 并 不 一 定 一 致 。 但 是 ,vc, 所 以 由 xmo， 是 个 常量 。 
因此 式 (2-22) 成 为 
F=mw (2-23) 
在 这 种 情况 下 , 加 速度 与 力 的 方向 才 一 致 。 
将 mw 移 项 , 则 式 (2-23) 可 写成 
F+(—mw)=0 (2-24) 
达 裔 伯 把 (一 mw) 看 作为 一 个 力 , 称 为 惯性 力 。 又 把 式 (2-24) 看 成 
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为 两 力 的 平衡 方程 ， 这 样 可 把 牛顿 第 二 定律 的 动力 学 问题 转化 为 
静 力 学 问题 来 求解 。 这 种 观点 的 改变 给 求解 动力 学 问题 带 来 方便 。 

在 式 (2-23) 中, 当 王 天 0 时 必须 刀 =0 即 = 常 矢量 , 这 是 惯 
性 定律 , 时 在 牛顿 以 前 , 伽利略 已 经 给 予 明 确 。 凡 是 惯性 定律 能 够 . 
成 立 的 坐标 系 称 为 惯性 坐标 系 (Inertial coordinate system)。 从 
式 (2-23) 看 出 , 牛顿 定律 只 有 在 惯性 坐标 系 中 才 成 立 , 在 惯性 坐标 : 
系 表现 的 加 速度 ze 称 为 绝对 加 速度 。 静 止 于 地 球 上 的 物体 , 它 随 
着 地 球 的 自 NA 王 动 着 。 地 球 的 自 转角 速度 .， 


Os 一 -二 29x10-s 1/ 秘 


37 x60 : 
所 以 在 纬度 9 处 静止 于 地 面 上 的 物体 , 都 有 约 为 02Réosg 的 向 心 
加 速度 (这 心 并 非 地 心 ， 而 是 物体 所 在 点 到 地 轴 的 重 定 忆 因而 固 
定 于 地 球 上 的 坐标 系 不 是 惯性 坐标 系 ， 工 程 上 把 它 当 作 惯性 坐标 
系 ， 那 是 因为 ov 对 我 们 日 常 力学 现象 的 影响 很 小 ， 所 以 这 是 近 
似 的 。 

站 在 地 于 上 的 人 们 ， 观 案 到 地 面 附近 物体 运动 的 加 速度 是 相 
对 于 固定 在 地 球 上 的 坐标 系 的 加 速度 , 这 种 对 动 坐 标 系 ( 非 惯性 坐 
标 系 ) 的 加 速度 称 为 相对 加 速度 , 用 wo, 表示 。 以 角速度 w 转动 的 
坐标 系 , 它 的 相对 加 速度 名. 与 绝对 加 速度 wo 的 关系 式 为 


V4 0 VV, TO -” (2-25) 
式 中 : i 
ty 
TO = 全 xXTY 十 四 X (@xy) 十 Do “(2-26) 
OL = Ds XV, . “(2- -27). 


式 (2-26) 中 的 Www。 称 为 率 壕 加 速度 共 中 和 XT 二 xz 为 由 各 加 


速度 , s 是 角 加 速度 ,wx (w x7) 是 法 向 加 速度 , zu。 是 动 坐标 系 原 


点 的 加 速度 。 式 (2-27) 中 心 ; 称 为 喜 里 奥 利 斯 (Cdriclis ‘加速 座 
» 38 


《村 氏 加 速度 ), vw, 是 质点 对 于 动 坐 标 系 的 相对 速度 。 
如 果 质 点 有 主动 力 下 和 约束 力 N 作用 着 ， 那 么 对 任 一 惯性 
坐标 系 的 牛顿 第 二 定律 可 写 为 
F+N =mw, (2-28) 
于 是 将 式 (2-25)、(2-26) 和 (2-27) 代 入 上 式 , 并 移 项 得 


F+N+ (m2wxw)+( 一 mm xr )+ 


十 [一 mo x (wxr)]+m(—Wwo)= mwo, (2-29) 

上 式 是 研究 质点 对 动 坐标 相对 运动 的 基本 方程 ， 上 式 左边 包含 四 

种 惯性 力 ,前 三 种 有 专用 名 词 | 
一 2mwx vv,， 称 为 哥 氏 惯性 力 


一 1 名 XT， 称 为 切 向 惯性 力 


一 Me x (wm x7), 称 为 离心 力 

这 些 惯性 力 在 动 坐标 系 中 以 力 的 形式 出 现 。 

例 2-9 如 图 2-12 所 示 , 测量 地 球 天 面 铀 迁 线 的 偏差 时 , 用 一 细 绳 悬挂 
一 质量 为 m 的 质点 对。 由 于 地 球 的 
自转 ， 质 点 在 纬度 2m 处 有 大 小 为 
mo2Reosg 的 离心 力 Ge 作用 ,因而 质 
点 悬 线 药 方向 并 非 真 正 通过 地 心 。 地 
球 的 自转 角速度 变化 很 小 ， 可 以 看 成 
为 一 % 所 以 质点 上 没有 切 向 惯性 力 
作用 。 又 由 于 质点 相对 于 地 球 是 静止 
的 , 哥 氏 惯性 力 亦 为 0。 因 此 ,作用 于 
质点 的 力 有 地 球 的 引力 严 ， 细 绳 的 拉 图 2-12 
力 荆 和 离心 力 G。。 质 点 以 Reosg 为 半径 , 以 每 天 一 周 的 角速度 线 地 轴 运 
. 动 着 。 由 正 继 定 律 得 


mg _ ma:Reosg 
sing sing 


.多 以 


ORsin2g 
29 


Sin C 一 


偏 角 c 在 g=45" 时 最 大 , 约 为 < 一 分 -173X 10-3=e6/。 


在 地 球 附近 运动 的 质点 , 由 于 内 关 0, 有 机 氏 惯 性 力 zm2@0Xuw 作用 , 此 时 
离心 力 一 m@X(@Xr) 含 ?而 为 二 阶 微量 ， 与 重力 和 村 氏 惯 性 力 相 比 为 可 
赂 ， 并 略 去 地 心 公 转向 心 加 速度 wo 引起 的 惯性 力 (一 maoo)， 所 以 式 (2-29) 
成 为 


w= 9k—2w Xo LN (2-30) 
mm 


对 上 式 可 用 直 交 坐标 z 指向 南 , y 指向 东 ，z 指向 上 , 如 图 2-13 启示。 


图 2-13 名 ”2-14 


例 2-10 傅 科 摆 [ 参 2(b)] 
地 球形 面 的 球面 摆 , 作用 于 质量 为 m 的 质点 的 重力 为 一 mgk, 绳 的 约束 
力 为 N=mT, 如 图 2-14 所 示 。 则 由 于 


WO=—Q@eospgit+osingk 


t i k 
Xvr=|—oeosg 0 wsing |= 
Vz Vy Vz 


=—@vysingi+o(Vcosp+ vr sing) j— vytweos phk 
于 是 式 (2~30) 成 为 : 
。 40 。 


27 dy. 和 

和 之 一 2a < TO 

可 20 了 sing 7 

dy (多 dr. y 

Cy < ow 一 丰 立 

天 2o 元 os9 十 qzsing ) L (a) 
dz oo dy ,sp 人 TE 

t2 2 At 二 9 


现在 限于 研究 摆动 角度 9 微小 的 情况 。 这 样 ， 由 约束 方程 
， 22 十 纪 十 22 一 ?2 
可 熏 


22 十 内 
nN 7 
式 (a) 的 第 三 式 成 为 
oy, 
= 2o5zeos9 十 9 
又 内 名 很 小 , 所 以 略 去 前 面 一 项 ， 又 可 近似 地 为 
T=yg : 
因 ~0, 到 一 0, 并 令 ou 一 osing 所 以 式 (6) 的 前 面 两 式 成 为 : 
E2019 = —$ 
(2) 
y+20b—— 1y 
应 用 坐标 变换 , 如 图 2-15 所 示 , 得 : 
z=zwicos Ot + Ysinot } (0) 
y=—Xsinot + ycosot °. 


式 ( 纪 成 为 ; 
. 41 . 


(9 


Ei + 人 (ai + 了 ja | 


1 + 人 (ai + )n=0 
又 一 般 oi< 了， 所 以 上 式 可 简化 为 


d+ z=0 和 + y=0 
狂 此 可 见 上 两 式 都 是 简 谐 运动 ,周期 


P,=2ru/ 工 (e) 
9 


与 长 为 1 的 单 摆 相 同 。 但 是 坐标 轴 转 动 的 角速度 为 w， 因此 摆动 的 坐标 平 
面 的 转动 周期 为 


Pi=. 卫 -2 24 (恒星 时 ) (有 


OO， wsing sing 
实验 的 时 候 将 单 摆 拉 向 一 边 , 然后 无 初速 地 有 释放 , 此 时 #6。 二 0, go 一 0。 鞭 
中 足 标 0 表示 # 一 0。 将 式 (c) 对 上 取 导 数 得 : 
=icos Oil + Ysinot — or sinot + oyecosot 
y=—tisinot 十 geosa@it — Wricosmt — osinot 
当 t=0 时 , 由 上 式 得 : 
$1(0) = — i91(0) \ (g) 
y1(0) = 1x1(0) 2 
又 因 作用 于 质点 的 合力 近似 地 可 看 成 为 有 心力 , 它 的 面积 分 是 常数 ， 所 
拟 
wi 一 扣 宅 1 二 面积 速度 常数 二 xz1(0)g1(0) 一 (0)z,(0) 二 
=@[71 (0) + (0)] = 0 
式 中 a 是 质点 离开 摆 的 最 低 点 的 最 大 水 平 距离 。 
但 面积 速度 常数 一 时间 内 从 余 和 出 面积 P。 时 间 内 关 径 扫 出 面积 
三 椭 骂 面积 =xa5。 于 是 . ” 
b 
即 棋 圆 的 长 轴 和 短 轴 之 比 等 于 摆动 坐标 面 的 转动 周期 与 单 摆 周 期 之 比 (这 是 
Chevilliet 定理 )。 这 种 不 断 变化 的 (瞬时 ) 人 入 圆 曲线 形成 似 图 2-16 的 曲线 。 
* 42.。 
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坐标 轴 的 转动 可 以 验证 “地球 是 以 
角速度 @=2x/86164.1==0.000072921 
弧度 / 秒 自转 着 。 傅 科 于 1851 年 在 巴 
黎 的 巾 提 翁 (Pantheon) 用 !=67 米 ， 
4 一 3 米 , 测 出 8/a=1/7200，Pl=16', 
P 一 32*。 巴 笋 的 纬度 是 北纬 48*"， 由 
此 用 上 述 理论 计算 , 在 误差 范围 内 正确 
无 误 。 


$2-6 刚体 一 般 运 动 惯性 力 系 的 简化 

-既然 惯性 力 的 表现 与 力 一 样 ， 那 么 我 们 可 以 把 性 个 质点 系 的 
惯性 力 像 力 系 一 样 加 以 简化 。 惯 性 力 系 -miapy， 一 marps ， 
maxws 对 空间 任 一 点 0 简化 , 可 以 得 到 一 个 惯性 力主 矢 


Fo 一 Sm ;一 一 志 fn iT ;二 一 全 ~ Mro= 


i1=1 


=— Mwo (2-31). 


= A x mo (2-32) 


由 上 两 式 可 知 : 一 个 惯性 力 系 经 简化 得 到 的 (1) 惯性 力主 矢 
等 于 质点 系 的 总 质量 如 乘 以 质点 系 的 质心 加 速度 wo, 方向 与 多 。 
相反 ; (2) 惯性 主 年 圭 于 奈 点 系 对 0 点 的 总 动量 .和 矩 的 变化 训 冠 以 
负 导 。 
1. 应 用 惯性 力 系 简化 所 表示 的 动力 方程 
对 于 像 太阳 系 那样 的 自由 质点 系 , 经 这 样 形式 上 的 简化 , 可 能 
会 引入 错误 的 概念 和 解 题 法 , 认为 “惯性 力主 和 拓 和 惯性 主 年 可 以 用 
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来 代替 所 有 个 惯性 力 ?。 事 实 上 从 计算 独立 的 动力 方程 的 个 数 
知道 ， 除 非 4=2, 或 这 个 质点 系 是 个 刚体 , 否则 二 者 是 不 一 样 的 。 
不 过 简化 结果 可 以 表示 质点 系 整体 的 特性 , 但 非 个 体 的 运动 情况 。 

设 有 一 个 含有 个 质点 的 质点 系 , 其 中 质量 为 mi 的 质点 已 , 作 
用 着 主动 力 FF;, 约束 力 N,;, 质点 系 中 其 它 质点 P; 作用 于 质点 P， 
的 力 ;js 质点 了 ;的 加 速度 为 w;, 那么 按 式 (2-28) 有 

PFN SPH mw) 0 (i=12.. m0 
j=1 
(2-33) 

如 果 这 个 质点 系 的 约束 力 是 由 r 个 约束 方程 确定 的 ， 那 么 这 个 系 
统 的 自由 度 是 34 一 m。 这 样式 (2-33) 只 有 3 一介 方程 是 独立 
的 。 运 动 微分 方程 组 的 阶 数 是 2(34 一 m)。 

如 将 式 (2-33) 各 式 相 加 得 


SFENtTO Ft om)=0 (2-34) 
=1 t=1 1=1 f=1 i=1 


应 用 作用 和 反作用 定律 : Fij= 一 Fj;, 有 礼 , 这 Fij=0。 


HF,=F, SIN,=N, 则 式 (2-34) 可 写 为 

加 F+-N—-MWwoe=0 (2-35) 
因为 作用 在 质点 P, 上 的 力 Fi、N、 SP, 一 mz; 成 为 平衡 力 
系 , 所 以 这 些 力 对 0 点 的 矩 之 和 为 零 , 妈 


TiXFtrixXN trix DSF,j—rixmawi=0 (i=1,2,.,%) 
7 
将 以 上 % 式 相 加 得 


@ Fu=0, 因 质点 对 它 自己 没有 作用 力 。 
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Sr, x FF > xN,- FS， x ZF, 


t=1 
Tr,x (mv;) =0 (2-36) 
应 用 作用 和 反作用 定律 :Fi;;= 一 Fj;;, 则 有 
rxFP,jytrixPi= (rT) XxXFj=rijyXF,;=0 
因为 i; 与 ri 共 线 , 故 式 (2-36) 可 以 简化 成 


sr， xF,+ Sr， xN, -rr， xmvi=0 (2-37) 
i=1 i=1 i=1 . 


式 (2-35) 和 (2-37) 共 有 六 个 方程 , 只 能 用 来 求解 自由 度 W<6 
的 动力 学 问题 。 所 以 惯性 力 系 的 简化 理论 对 研究 一 个 刚体 的 运动 
是 有 价值 的 。 事 实 上 ， 式 (2-35) 就 是 质点 系 的 质心 运动 定理 ， 式 
(2-37) 就 是 质点 系 的 动量 符 定 理 。 

2. 刚体 运动 时 其 哇 性 力 系 有 合力 的 两 种 简单 情况 

现在 说 明 , 对 于 刚体 的 平 动 和 刚体 的 平面 平行 运动 , 当 两 者 简 
化 后 , 所 得 惯性 力主 矢 不 为 零 时 , 都 可 以 将 惯性 力 系 简化 为 一 个 合 
力 。 不 过 对 于 后 者 ， 必 须 是 能 化 为 平面 惯性 力 系 的 情况 。 属 于 这 
种 情况 的 有 : 1) 薄 平板 在 其 自身 
平面 内 的 运动 ; 2) 具 有 一 对 称 平 
面 的 刚体 ， 并 且 其 质量 的 分 布 亦 
对 称 于 此 平面 ， 而 刚体 运动 时 对 
称 平面 始终 平行 于 固定 平面 。 这 
样 刚体 作 平 面 平行 运动 时 ， 任 何 
一 对 对 称 体 元 的 惯性 力 的 合成 正 
好 在 对 称 平面 上 ， 所 以 整个 刚体 
的 惯性 力 系 等 效 于 在 对 称 平面 内 
的 惯性 力 系 , 如 图 2-17 所 示 。 
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(1) 刚体 平 动 时 , 刚体 上 各 点 的 加 速度 都 相同 , 所 以 刚体 上 各 
点 的 惯性 力 形成 同 向 平行 力 系 。 我 们 知道 同 向 平行 力 系 必定 有 一 
个 合力 ; 又 因 惯 性 力 的 大 小 与 其 质量 成 正比 ， 所 以 刚体 平 动 时 整 
个 惯性 力作 用 在 质心 上 , 这 个 惯性 力 为 一 Mo。 

(2) 对 于 上 述 能 化 成 平面 惯性 力 系 的 刚体 平面 平行 送 动 ， 呈 
要 wc 夺 0， 其 惯性 力 系 也 可 化 成 一 个 合力 ,因为 平面 力 系 , 如 果 其 
主 矢 不 为 零 ,一 定 可 以 简化 成 一 个 合力 ,因此 ,对 于 所 说 刚体 的 运动 
来 说 , 它 的 惯性 力 系 简化 成 一 个 合力 一 Nie， 它 的 作用 点 卫 的 位 
置 矢 rz 由 下 式 决 定 : 

Tox tewo) = -Sr X mi, = fr x 二 ,0 


如 果 惯 性 力主 舌 为 稚 , 则 殿 性 力 系 的 合力 不 在 在 。 此， 如 果 
惯性 力主 矩 为 零 , 则 成 为 惯性 平衡 力 系 ; 如 果 惯性 力主 给 不 为 零 ， 
则 可 化 为 -个 惯性 力 偶 。 

例 2-11 三 楼 柱 4 沿 三 接 柱 的 光 漠 人 而 滑动, 4 和 瑟 各 着 尸 和 ,三 三 
楼 桂 如 的 儿 商 与 水 平面 成 < 角 ， 如 图 2-18 所 示 。 各 开始 时 物 系 考 上; _ 试 求 三 
入 柱 了 的 加 速度 。 摩 扩 略 去 不 计 。 


5 图 2-18 . : I 
解 | 设 三 棱柱 妨 的 加 速度 为 ws We em 人 


性 力 4s ): CQ N,, Sw,, a 人 
设 三 楼 柱 4 相对 于 8B 的 加 速度 为 wr 关上 电 可 以 四 大 共用 基站 外 放 
. 46 多 一 


《包括 两 个 惯性 力 )jP, N;， Dw 地 wp. 如 图 2-185 所 示 。 基 中 了 we 是 由 于 


五 作 加 速 运动 ， 而 使 4 有 牵连 加 速度 Wpo 
于 是 由 式 (2-35) 可 得 到 四 个 方程 , 其 中 8 的 铅 疏 分 量 方程 用 于 求 Nu 可 
斥 不 用 , 需 用 的 三 个 方程 如 下 : 


Pst Nosing— Swecosa=0 
9 9 

a ， 
P—N,cosa— yin 


@ 


Yu Nasina=0 


酉 立 求解 得 : 
ws 9 Psin2a ,QPeose. 
”2 QtPsinsa’ “2 06+Psinia 

w PiOsina 

”  Q@TPsinsa 


3. 出 体 的 惯性 主 年 
设 一 质点 系 中 质量 为 m; 的 质点 对 作为 静止 的 某 惯 性 坐标 系 
的 原点 0 的 位 置 舌 为 7;, 对 这 个 惯性 坐标 系 的 加 速度 为 ww;, 则 因 


a dT; 、 
Ts X mi; = ji x (ij 一 ar X (miD)) = 


= Ir, X mi;V;] 


所 以 
>" Xx (一 Mi 化 一 -Shr Xx mV]= 


= -Er x ro (2-38) 


即 一 质 皮 系 对 O 点 的 总 慌 性 力 入 答 于 质点 系 对 0 点 的 总 动 晤 给 的 
设 0' 为 刚体 上 任 一 参考 点 ，O 点 相对 于 0O 点 的 速度 为 D21， 

则 v2; 可 以 写 为 
。47 。 


Di=Vo'T+wxr, (2-39) 
式 中 ow 为 刚体 转动 角速度 。 于 是 整个 刚体 对 于 0O 点 的 动量 抢 五 国 
为 : 
H=23r; x mv = Er Xm(vVo't+owxr,) = 
=Zr, X (XT MT— Vo Xx Emr 
如 果 CQ 为 刚体 上 的 瞬时 中 心 ， 则 wo' = 二 0; 如 果 0 为 刚体 的 质心 
C, 则 之 niy;= 0。 在 这 两 种 情况 下 ,mo x mT; 二 0。 所 以 对 刚体 
的 固定 点 O' 或 质心 0, 刚体 的 动量 矩 为 
H=frx (wxr)am (2-40) 
其 中 积分 是 表示 对 于 整个 刚体 的 。 
但 
TX (wxXT)=o(r:7T)—r(r:w) 
所 以 
H=6| ram—|r (rdm= 


=o| Gort ta dm— | (2ityi 2k) (rzOz 十 gaoy 十 
十 202)071 
一 [oz| 十 22) dm—o,| zydm—0 |adm]it 


十 [es| (2 十 z2) dm—@s|zydm—0: [yzam]i 十 


十 | (xz: 十 sam—os| zzdm—o0,| yzadam]k 

令 ; 
A= [rtadam, B= | 十 2Z2) dm, C= |e 十 22)Cmm 
(2-41) 


D= Jyzam, E= |zzam, F= syam 


则 : 
ae 村 8 。 


刀 - 一 4ay 一 有 ooy 一 五 O， | 

Hy=— Po, Boy Do; (2-42a) 

已 := 一 五 0 一 也 0 CO。 | 
上 式 可 用 和 焦 阵 表示 为 


Hi\ / 4 —F BY” 
史 ) -一男 B 一 站 ao， (2-42D) 


‘HH, / \ gy —D oo, 
4.B.C 分 吕 表 示 刚 体 绕 xz,#.z 轴 的 惯性 拭 , D、B、F 称 为 惯性 
积 。 对 于 固定 于 刚体 的 坐标 系 0'z'y'z', 这 些 量 都 是 常量 。 如 果 对 
于 固定 于 惯性 空间 的 坐标 系 0xyz， 那 么 由 于 旋转 轴 的 变动 , 这 些 
量 都 变 成 变量 , 由 式 (2-41) 可 以 看 出 4、 B,C 恒 为 正 量 , 但 D、B. 
则 可 正 、 可 负 ， 也 可 为 0。 我 们 可 以 证 明 在 刚体 内 选择 适当 的 坐标 
系 059I6, 可 以 使 D=B= 了 =0。 于 是 式 (2-41) 成 为 : 
H,= Aw: . 
ee (2-43) 
万 .一 Co. 
这 种 坐标 系 的 坐标 轴 5 称 为 惯性 主轴 。 
4、 列 体 定点 转动 的 欧 拉 方 程 
将 王 , 二 AN ,用 其 合力 玉 ; 代替 , 则 
r; XVF,irixN,=r;,xR,=M. 


为 作用 于 m; 点 的 外 力 对 固定 点 0 的 矩 。 
令 


JI 一 SM,= DrixF, trixN.) 
i=1 i=1 


出 式 (2-37) 可 简写 为 


可 (2-44) 


所 以 刚体 对 空间 园 定 点 的 动 晤 挎 的 变化 率 等 于 作用 于 刚体 的 外 尹 
把 国定 点 O 改 为 刚体 质心 C， 坐 标 系 Czyz 的 坐标 轴 保 持 不 
变 , 则 式 (2-44) 也 成 立 。 令 re 为 C 对 0 的 位 置 矢 , P; 为 mi 对 C 的 
位 置 矢 , 则 : 
六 一 To 十 Pi 六 一 7o 十 户 ， Dmipi= 0, Dmipi=0 
故 
Eetr ) Xmilro + pi) = rotp, ) x BR, 


i=1 


“应 用 式 (2-35), 可 化 为 


FE Pixmp= EpixR, | (2-45) 
i=1 
对 于 刚体 定点 转动 , 0zyz 为 过 定点 0 的 动 坐标 系 ， 对 它 的 动 
最 矩 为 互 , 则 有 
dt Hjt Hk)= 
at 
Hs ej 4H; ai dk 
= 证 hs 
但 
人 了 
at | E32 ¥ b3 % ¥# 
[11 0 0 
同样 
dj_ Root Roi oi 
21= 2 tt 
所 以 


aH /aH, _ , 
守 =( Hs + Hoo, oH 


+ +H:0:— ol: )i+ 


二 (5 + Hr0r—0 Hs )k 


应 用 式 (2-43) 和 上 式 , 则 式 (2-45) 的 分 量 式 成 为 : 
Le E00,(0—B)= NM: 


Bo ww0,(A-0)=M, (2-46) 
da， 
他 -了 十 oOz0y (B— A) 一 47， 


上 式 是 欧 拉 于 1765 年 得 到 的 ， 称 为 欧 拉 方程 ,是 研究 刚体 定点 转 
动 和 陀螺 仪 的 基本 方程 。 式 (2-46) 的 坐标 轴 x, yz 是 固定 于 刚体 
的 , 这 样 , 4、 B.C 才 是 常量 ， 它 与 空间 固定 坐标 系 0'x'y'z' 的 联系 
是 由 第 一 党 8 1-2 所 述 的 欧 拉 角 决定 的 。 

5， 刚 体 沿 一 固定 表 看 作 平 
面 纯 滚 动 时 惯性 力 系 对 瞬时 中 心 
的 算 

如 图 2-19 所 示 ， 设 刚体 4 
沿 另 一 固定 刚体 B 的 表面 作 纯 深 
动 ， 那 么 接触 点 了 就 是 瞬时 速度 g 
中 心 。 在 已 点 , 4 和 B 具 有 公共 法 图 2-19 
线 。 因 卫 点 一 般 不 是 刚体 4 的 加 速度 中 心 ， 所 以 刚体 上 的 卫 点 在 
这 接触 的 瞬时 具有 加 速度 如 pr。 我们 知道 ws 的 方向 沿 刚体 4 的 
内 法 线 。 

刚体 4 上 任 一 点 的 加 速度 ww; 等 于 相对 加 速度 w;; 与 牵连 加 
速度 w;。( 二 wz) 之 和 , 即 

;= iT iEXT—TO | Wp 


干 是 在 刚体 4 的 质 元 dm 对 己 点 的 惯性 力矩 为 


—T;X WANR= Ti (EXTI—TIO + Wp) dm 
刚体 4 对 P 卫 点 的 总 惯性 力矩 为 


MP=—|r x (Ex7T,) am 一 | xx 也 pl71h = 


=—s| rdm + tp X [ram = 

=—é€Jp--TWp XroM 
只 有 To 时 , 才 有 Wwp xre=0。 亦 即 刚 体质 心 C 在 PP 点 的 法 
线 上 时 ,上 式 第 二 项 才 等 于 零 。 要 任何 时 候 都 是 如 此 , 那么 刚体 4 
必须 是 圆 轮 或 球 才 行 。 在 这 种 情况 下 , MD= 一 J pg。 


® 32 % 


第 二 篇 “分析 力学 的 基本 方程 


第 三 章 ”动力 学 方程 的 三 种 基本 型 式 
8 3-1 动力 学 方程 的 第 一 种 基本 型 式 一 动力 学 普遍 方程 
将 质点 系 的 运动 方程 写成 达 朗 伯 方 程 的 形式 : 
mw PN DP-0 (i=1,2, “0) (3-1》 
将 上 式 标 乘 以 质点 的 虚 位 移 9r,, 然后 总 和 得 


Dj mw —F—N,— >F,) "Or;=0 
t=1 1=1 
应 用 理想 约束 的 定义 ”之 JNN,*6r;=0 得 
t=l 


人 (midi 一 下 ,一 ori 一 0 (3-27 
i 1=1 


上 式 是 虚 位 移 原理 与 达 朗 伯 原 理 结合 而 得 到 的 方程 ， 是 整个 分 析 
力学 的 基本 方程, 在 理论 力学 中 称 为 动力 学 普遍 方程 。 
如 将 坐标 和 力 及 质量 采用 统一 符号 , 则 式 (3-2) 可 改写 成 更 紧 
缩 的 形式 
s， (mm 为 一 人 )6zr 一 0 (3-3) 
式 (3-2) 中 的 玉 ;; 是 质点 系 中 质点 m; 作用 于 质点 m; 的 内 办 
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(注意 i; 二 0)。 这 内 力 可 以 是 主动 力 ,例如 太阳 系 中 行星 之 间 的 
万 有 引力 , 也 可 以 是 约束 力 。 若 这 内 力 约束 也 是 理想 约束 , 那么 它 
在 式 (3-2) 中 的 对 应 部 分 亦 为 0。 

例 3-1 余 疆 调 速 器 的 形状 是 一 个 曲 杠 杆 ， 在 此 杆 两 端 分 别 固 连 着 质量 
相同 的 重 物 4 和 B, 如 图 3-1 所 示 。 杠 杆 的 两 车 长 各 为 !: 和 12( 且 1 关 1)， 
杠杆 的 弯 角 等 于 90"。 忽 略 杠杆 的 重量 以 及 在 轴 中 的 摩 按 , 试 求 当 两 重 物 的 
中 心 连 线 处 于 水 平时 调 速 器 的 转动 角速度 。 


其 3-1 
解 : 在 4 球 上 作用 着 力 P 和 惯性 力 P= 了 orlisina, 在 B 球 上 作用 着 力 


PP 和 惟 性 力 P，~ 台 2lsin (90" 一 4)。 取 和 消 轴 如 图 示 , 则 动力 学 方 入 


， 有 4Gz 十 P6YJ Fedxs Poys=0. (4) 
但 . 
. Xs= lisinoa,. i = licos@ 

zs=— {12sin (90 一 C) gz 一 Jacos(90" 一 C) 

所 以 和， ， 
Ox4 一 icos cda， ys=— lsinada 
Org = 1,sinada, 6ys = 12c08 QO0a 

于 是 式 (4) 成 为 


了 olsina(lheosa)8a+P( 一 lsina)da 


54 。 


— lcosallssin al6a+Pl(l,ceosa)éa=0. 


因 6c 关 0, 故 上 式 莘 化 后 得 


0 . 。 
一 SinaceosC(l 一 上 一 fsinwc 十 ?cosw 一 0 
8 


lising— leosa ltgo~—!l, (BY 
(li: — (1)sinacosa (li —1)sina 


上 式 对 4B 与 水 平 线 的 任何 倾角 9 都 成 立 。 
现在 再 求 p==0 的 几何 条 件 。 因 4B = 下 十 上 ， 而 4B 在 水 平 线 上 的 
投影 为 Lsina 十 lscosa, 当 9 一 0 时 投影 与 4B 相同 , 故 
lisinat lcosg=~M UU + 
两 边 平方 , 然后 移 至 一 边 , 得 


(lcosa~l,sinag):=0 


O2z 一 


故 


将 此 式 代 入 式 (B) 即 得 
。 9 VU g 


Lsing Wl 


例 3-2 如 图 3-2 所 示 , 起 重 机 构 的 主动 喜 轮 工 的 半径 为 RB， 其 上 作用 
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有 不 变 的 转 称 ; 鼓 轮 TT 和 IIT 的 半径 分 别 为 7, 和 7;， 上 次 轮 I7 和 7 的 内 
数 分 别 为 zx 和 zs。 被 提起 重 物 4 的 重量 为 P, 试 求 这 重 物 的 加 速 讼 。 各 转 
动 部 件 和 绳索 的 质量 , 以 及 各 轴承 中 的 摩擦 均 不 计 。 

解 : 由 于 绳索 和 胶带 变形 不 作 功 , 故 动力 学 方程 为 


(P+Fw Jar + M50=0 (4) 

但 

R60 = 7,60,, 69, =60,, 2460, = 2s60,, 

60;=60,, r.60,=—6p 
所 以 

一 一 -7225 
69= Ey 6 

上 式 代 入 式 (4) 得 


一 (arazs ) 
” (部 汪 - 1 


例 3-3 求 弹性 弦 的 微 振动 方程 。 如 图 3-3 所 示 , 艾 的 两 端 固定 于 z=0 
和 z=1。 假定 弦 是 完全 柔软 的 ， 在 z=0 的 平面 内 让 它 振 动 。 弦 的 单位 长 
度 质量 为 p, [ 参 3(a)]。 


0 加 


图 3-s 
解 : 对 于 连续 变形 物体 , 只 要 把 总 和 记号 换 成 积分 。 对 于 微 自 dz, 其 质 
量 为 dm 一 pdz，wdm 一 ypdz, 弦 的 张力 为 P， 微 段 伸 长 为 64。 将 这 段 变形 
功 表示 成 位 能 形式 , 得 动力 学 方程 


EP6A-+wdmdy) —| (PBA+ yodydz) =0 (4) 
1 
式 中 4=| Vi Cr ( 了 -并 
因为 是 微 振动 ,y 不 大 ,MV ITY ~1。 


所 以 
ee。 S56 。 


人 opg8y 十 #po6y)az 一 0 (4) 
/ 29_ 3 jy 
dy 05 一 区 (69) 所 以 
站， 1 ,9 
P| y 6 dz=P | y {6 dr= 
-0 “0 ar 
上 -1 1 
= Py 54| 一 了 | y"6ydz=—P | y’6ydz 
[9 0 0 


因 5y 具有 二 阶 导数 , 属于 C。 类 函数 @。 在 一 0 和 z= 1 处 6y=0。 
是 


人 (~Py’+pi)6ydr=0 (8B) 
0 


令 = 地， 则 因 以 上 积分 对 任何 时 间 都 成 立 , 又 68 是 可 以 任意 选择 的 , 故 得 


~—Py’+py=0 
基 
2 _ 0Y 
Fl Gri (0) 
这 是 弦 振 动 的 波动 方程 。 


上 式 推导 的 是 (0, 7) 的 一 段 强 ， 也 适用 于 > 十 0 的 半 无 限 长 纺 和 两 端 
无 限 长 弦 。 显 然 9 一 f(x-at) 适 合式 (C0), 表示 波动 以 速度 4 向 7 正方 向 传 
播 , 而 yf(z 十 4t) 是 反 向 传播 的 波动 。 


$3-2 动力 学 方程 的 第 二 种 基本 型 式 
设 有 某 一 含 个 质点 的 质点 系 , 它 有 运动 约 东 


7 
Sj Aistit As=0 (3-4) 


划一 了 


@@ 一 个 单 变数 或 多 变数 的 函数 , 如 果 它 在 DD 域 中 存在 着 所 有 卫 阶 导数 ,并 且 在 DD 


域 中 是 连续 的 , 则 称 这 函数 为 Cp 类 函数 。 
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在 同一 时 间 对 于 同一 位 形 (Same configuration) 如 另 有 一 个 可 能 
速度 21 十 AZz、 Zo 十 AZz2、 "Tan +Axsn, 那么 


S140, 十 Az;) 十 4, 二 0 
将 上 两 式 结合 得 
3 
AiAt;=0 (3-5) 
i=1 


设 这 质点 系 除 了 运动 约束 以 外 , 尚 有 含 时 几何 约 东 


f(t; V1 %2 "°°, zan) =0 


则 将 上 式 对 t 取 导数 有 
sf of 
之 .3 十 二 一 0 (3-6> . 
因此 也 有 
三 30eAi,-o (3-7》 


式 (3-5) 和 (3-7) 型 式 基 本 相同 。 为 简单 起 见 都 以 式 (3-5) 表 示 , 并 
假定 共有 工 个 。 

以 上 所 得 到 的 工 个 式 (3-5), 是 由 所 给 的 约束 方程 得 到 的 。 但 
是 动力 方程 中 所 包含 的 是 约束 力 ， 为 此 必须 求 出 3 个 NiG =1， 
2,…,33) 用工 个 约束 方程 的 已 知 系数 来 表示 的 关系 式 。 

假定 574 个 约束 力 属于 理想 约束 , 那么 


3n 

DN,6z, =0 

i=l 
将 上 式 除 以 6 (0), 得 


3n Bz. 3n 
> MN i BN-0 


i=1 


于 是 可 得 
SN,Aj,=0 (3-8) 


上 式 包含 3n 个 Az; (2 一 ]， 2， 了 37) 。 由 于 有 了 式 (3-5)， 所 以 式 
(3-8) 中 的 Ai 不 是 相互 独立 的 ， 独 立 的 Ai 只 有 3 一 个 。 当 
然 可 用 代入 消去 法 来 消去 其 中 任何 工 个 Az， 在 分 析 力 学 里 常用 
的 是 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 法 。 

取 工 个 不 定 乘 子 (3==1, 2 …， 了 ) 顺 次 与 个 式 (2-5) 相 乘 ， 
然后 求 总 和 , 得 
SS dvAai=0 或 SAi Shu4=0 

将 上 式 与 式 (3-8) 相 加 得 

SN TA) hs,=0 

i=1 s=1 
我 们 可 以 任 取 上 式 中 工 个 括号 等 于 零 ， 来 确定 工 个 4,。 由 于 工 个 
约束 方程 是 相互 独立 的 , 所 以 14is1 的 秩 为 工 ,这 样 一 定 可 以 解 出 
个 4。 留 下 3n 一 工 个 Ai, 需 用 运动 方程 来 确定 ， 未 与 运动 方程 
结合 以 前 , 它们 是 相互 独立 的 ， 因 此 每 一 个 括号 必须 为 零 , 于 是 我 
们 得 到 


了 
Ni 一 了) 4i (t=1, 2, "°°, 37) (3-9) 
s=1 


上 式 就 是 未 知 的 约束 力 用 约束 方程 的 系数 来 表示 的 关系 式 。 
将 % 个 质点 的 32 个 动力 方程 


Mit 一 Xj 一 N;=0 ($=1,2, ,37) 
乘 以 Az, 然后 求 总 和 , 再 应 用 式 (3-8) 得 
3 
Dj mii,—X¥, ~ Xi) Az,=0 (3-10) 


i=1 


® S59 。 


上 式 就 是 动力 方程 的 第 二 种 型 式 。 值 得 注意 的 是 虚 速度 A 不 必 
为 无 限 小 , 将 Az; 看 作 有 限 值 也 可 以 , 即 A 改 为 方 也 成 立 。 

例 3-4 利用 式 (3-10) 来 推导 无 粘 河 性 不 可 压缩 理想 液体 的 欧 拉 方 程 
[ 参 3(&)]。 

解 : 设 在 流体 中 某 体 元 dr 中 的 流体 密度 为 p， 这 体 元 受 着 和、 了 .的 
体积 力 , 则 式 (3-10) 可 写 为 


jo Xz+ (yt (2)ildr=0 (@) 
令 
au 一 好 十 人 十 诈 
和 
已 =p[( 全 一 X)7 十 (一 了 ) 了 (5 一 有] 
则 式 (@) 可 改写 为 
| (P-wilr=0 (by 
体积 元 内 的 密度 变化 由 流入 该 体积 元 的 物质 质量 来 决定 。 设 dt 表面 上 
的 面积 元 表 为 a5 
出 
3 
中 on'as=- -区 oar 
应 用 高 斯 定理 , 由 上 式 可 导出 


， 20 
div( 一 一 < 一 
pu) En 


上 式 在 流体 力学 中 称 为 连续 方程 。 对 于 不 可 压缩 流体 , 上 式 成 为 


divu=0 (ce) 
边界 的 约束 条 件 是 “垂直 于 边界 的 流体 速度 为 零 ”, 即 
un=0 (ad) 
如 令 
u=Ccurl A (e) 
则 式 (e) 可 适合 。 又 令 
A=0V9 | (f) 


其 中 0 和 2 是 标量 函数 , 则 因 Vg=gradg 而 有 
curlv 9p=curl grad 9=0 


es GO。 


所 以 
u=CurlA=curl(v9) =VyOXV9 (9) 
这 样 , 虚 速 度 的 流 线 是 曲面 0 二 常量 与 p 二 常量 的 交 线 。 因 此 车 选 了 6 路 数 使 
它 在 边界 面 S 上 9=0， 那 么 就 能 保证 w= 二 0。 于 是 式 (8) 可 写 为 
| (PicurlA)ar=0 (h) 


叉 因 
div(PXA)=A.curl P—P.curlA 
所 以 由 式 (8) 可 得 
(4:eurlP)ar=jdiv(PxA)ar (i) 


上 式 有 边 积分 为 零 。 因 为 积分 后 等 于 (PXA) 在 边界 S 上 法 向 分 量 的 积分 ， 
而 4 在 心 上 为 霍 。 
于 是 式 ( 让 左边 的 积分 亦 为 零 , 即 
{ovp:curlp)ar~=0 

上 式 对 任何 C: 类 6 函数 都 成 立 , 只 要 它 在 S 上 为 0。 因此 有 

Vo:curlP =0 (7) 
对 整个 流体 都 成 立 。 如 取 2=2 则 式 (]) 表 未 (curl P)。=0。 同 样 取 9=》 
和 2? 一 2 则 可 知 


cuUrlP 一 0 (k) 
从 式 (%) 知道 在 访 体 中 的 空间 中 的 每 一 点 都 存在 着 一 个 标量 函数 8, 使 
一 一 Erad 了 (1) 
即 : 
_xX)= 27 
Pp(j—X) 让 
p(y—Y)~=—22 


pl#—2)—~22 
EA 
上 式 就 是 理想 流体 的 欧 拉 方程 , p 是 压力 函数 。 


如 果 Ai 就 是 有 限 速度 gx， 那么 第 二 类 基本 方程 式 (3-10) 乘 


以 dt 后 可 以 直接 积分 得 到 能 量 定律 。 


e 看 了 。 


因为 


3n 
>, Gm; dD 


t=1 


3n ; > 
= (Xi 十 XiD)dzi 一 0 
i=1 


积分 得 


T=5S. m= | Ct Xd (3-11) 
t=1 


右边 积分 是 主动 力 所 作 的 功 。 

将 式 (3-10) 的 括号 部 分 自 t 到 十 + 积分 ,并 把 Az 写成 Aw， 
则 得 
Sm wo) PiJAu, -0 (3-12) 


i=1 
其 中 
P， =| (X: + Xat 3-13) 
[4 1 


是 主动 力 和 ;十 Xi 作用 于 质量 的 冲 量 。 

式 (3-12) 可 应 用 于 碰撞 问题 ， 这 是 第 二 种 基本 方程 的 重要 应 
用 。 因 为 对 于 碰撞 问题 ， 一 般 六 ;十 耻 ;; 很 大 ， 作 用 时 间 虽 为 有 限 
量 , 但 仅 约 千 分 之 几 秒 , 在 这 样 短 的 时 间 内 ， 质 点 系 各 质点 的 位 置 
可 以 认为 没有 变动 ， 即 位 移 为 0， 但 速度 的 改变 不 为 0, 这 就 是 用 
人 Az 比 用 虚 位 移 6z; 对 研究 碰撞 问题 更 为 优越 之 处 。 那 时 约束 方 
程 


3 外 
SAAu=0 (8=1,2,.,D). . (3-14) 
i=1 . 


中 的 系数 4;, 由 于 是 时 间 上 和 位 置 坐标 x; 的 函数 ， 而 二 很 小 ,t 一 > 
tr 这 段 时 间 , 将 4;, 看 成 为 二 时 的 量 没 有 显著 误 盖 ， 这 样 各 4 


。 62 。 


便 是 常量 。 于 是 对 于 碰撞 问题 , 式 (3-12) 、(3-14) 成 为 求解 代数 方 
程 的 问题 ， 比 一 般 动 力学 问题 需 
要 解 微 分 方程 简便 得 多 了 。 

例 3-5 有 一 物体 悬挂 证 0 点 ， 它 
绕 0 点 的 转动 惯量 为 J， 质 心 为 C0, 如 . 
图 3-4 所 示 。 今 有 一 质量 为 m 的 物体 ， 
以 水 平方 向 的 速度 ov 磁 接 这 悬挂 物体 ， 
磁 挤 点 玉 距 0 为 !。 求 物 块 碰撞 后 静止 
的 条 件 。 

解 : 设 磁 拉 后 物体 速度 变 成 v， 夫 
挂 物体 得 角速度 为 o, 则 式 (3-12) 对 这 
两 个 物体 的 碰撞 过 程 为 图 3-4 

(moi—mv—PiAv+ (Jo— Pnl)AG=0 (9) 

其 中 As 为 物 块 的 速度 变量 ，Ab 是 悬挂 物体 的 角速度 变 最 。 式 (4) 与 (3-12) 
的 联系 如 下 : 式 (a) 的 第 一 项 中 Pi 一 |Xwdt 是 悬挂 物体 给 物 块 的 冲 量 ， 式 


(a) 的 第 二 项 来 源 如 下 : 
Emudu) — PaAv=Emro(rA0) — PulA0= (Jo— Pnl)Ad 
所 以 式 (3-12) 成 为 式 (9)。 现 在 


P=|Xidt = -|Xadt=—Pa, 


和 Av 二 IA90， 所 以 式 (q) 简 化 成 
lmv— my) = J (8) 


式 ( 如 ) 就 是 对 0 点 的 动量 矩 守恒 定理 。 碰 挤 过 程 整个 系统 的 动能 可 能 有 损失 
1 ， /1 ,1 
AB~=Fmv -人 (全 Jo + 妆 m ) 


动能 损失 率 为 


se 63 。 


令 生 = 人 和 
v 


则 


ml? _ 
了 =KkK 


n=1—K+2KEt— (1+K)e, 
上 式 在 (2,7) 图 上 为 抛物 线 , 如 图 3-5 所 示 。 


图 3-5 
当 磁 挤 开 始 时 ， 物 块 速度 自 开 始 三 小 , 这 相当 于 (56，7) 图 上 动 点 自 
61 二 1 开始 向 62 移动 。 当 两 者 分 离 时 碰撞 过 程 结束 , 物体 速度 v 不 再 变化 , 相 
当 于 动 点 静止 于 2*, 它 的 损失 率 记 为 97*。 这 损失 率 由 这 两 物体 的 物性 决定 ， 
可 能 产生 塑性 变形 和 弹性 变形 ,后 者 当 磁 挤 过 程 结束 后 可 能 形成 物体 本 身 的 
振动 。 若 无 能 源 , 则 7 之 0， 不 可 能 7 二 0, 否则 磁 檀 后 动能 增加 , 违反 能 量 守 
恒 原则 。 


7 的 极 大 值 点 毕 标 5 一 -人 二 ,na 二 一 二 。 因 >0, 所 以 E>0， 即 


I+E 行 专 
cn 恒 在 上 >0 这 一 边 。 

随 世 一 一 这 大 <0， 二 0, >0, 亦 即 随 有 <1, =1, >1 而 分 三 种 情况 如 图 
3-5 和 3-6a.5 所 示 。 


1 0 所 1 6 
) (2b) 


ea 64..% 


(1) 下 <<1, 则 上 <0, 在 (0，52) 之 间 <-0。 所 以 物 块 有 可 能 磁 撞 速 底 
<<0。 即 如 果 2* 之 0， 物 块 发 生 回 距 现象 ， 如 果 6 一 0， 牺 蕊 正好 静 证, 那 时 
7 = 1 一 下 。 如 果 2* 之 0, 物 块 碰 后 继续 前 进 。 

(2) KK=1, 这 情况 有 可 能 6*+ 一 0, 7 一 0。 此 时 物体 动量 全 部 传递 给 基 挂 
网 体 。 

(3) 五 >1, 这 种 情况 物体 不 可 能 在 磁 撞 后 稻 止 。 

设 悬 挂 物体 的 质量 是 M, 对 悬 点 口 的 回转 半径 为 "” 则 物 块 磁 接 后 有 可 
能 静止 的 必要 条 件 及 二 1 是 

rz 过细 1 或 Drs. 

由 于 物 块 磁 擅 后 的 速度 不 可 能 超过 其 挂 物体 上 碰 挤 点 的 速度 , 所 以 2 委 

iw。 应 用 式 (5), 这 个 关系 可 写成 


以 上 关系 又 可 写成 
Kk 


6 


人 1 十 KK - 
所 以 物 块 一 定 在 磁 拉 达到 最 大 动能 损失 率 yw 以 后 才 与 悬 扶 物体 分 离 ， 分 离 
时 7*< 和 yu。 


§3-3 动力 学 方程 的 第 三 种 基本 型 式 
设 某 质点 系 有 约束 方程 也 个 ( 含 时 几何 约束 亦 马 并 人 )， 
At4 0 (r=1, 2 了) 
若 对 任何 时 候 者 成立 : 则 将 上 式 对 上 上 取 导 数 后 得 
Eat tI) + 0 rl, 2 L) 


(3-15) 


式 中 


e 好 3 。 


现在 我 们 比较 两 种 运动 ， 这 两 种 运动 质点 的 位 形 和 时 间 't 以 


及 质点 速度 都 对 应 相等 , 只 有 加 速度 不 相同 。 一 种 是 总 另 一 种 是 


十 A%。 于 是 由 式 (3~15) 有 


sn 加 
王 [4,G+Ai) 二 人 一 了 2 和 2 二 一。 | (7=1,2,.", L) 


ot 
与 式 {3-15) 相 减 得 : 

DA =0 (r=1,2,.%., L) (3-16) 
于 是 我 们 仿 § 3-2 的 推导 , 可 得 ， 和 


Ss (ms 各 一 年 ,) A 二 0 (3-17) 
上 式 就 是 动力 学 方程 的 第 三 种 基本 类 型 。 四 
第 三 种 动力 学 基本 方程 可 以 导出 高 斯 最 小 约束 原理 和 吉 彰 
斯 一 阿 佩 尔 方程, 因此 在 此 不 再 举例 说 胃 。 
总 结 以 上 三 种 基本 方程 如 下 : 
第 一 种 基本 方程 是 拉 格 朗 日 于 1760 年 引出 的 。 


六 -ZXDbzi=0 0-3) 


式 中 6z, 是 无 限 小 虚 位 移 。 上 式 是 各 种 可 能 运动 与 真实 运动 的 比 
较 , 两 者 时 间 和 位 形 相同 ， 而 不 同 的 是 可 能 运动 具有 无 限 小 虚 位 移 
B71, 6xzo 2 

第 二 种 基本 方程 是 由 乔丹 (PE、B， Jourdain) 手 1908 年 
引出 的 


x 
SL ni —X) A 一 0 (3-10) 


t=1 


式 中 Az; 可 以 是 无 限 小 也 可 以 是 有 限 值 。 上 式 是 各 种 可 能 运动 
s。 66 。 


与 真实 运动 的 比较 , 两 者 时 间 和 位 形 相 同 , 但 速度 不 同 。 可 能 运动 
与 真实 运动 的 速度 差 为 Azi, Az, °°, Ajno 

第 三 种 基本 方程 由 高 斯 和 吉普 斯 引入 
Sm — XI) AE 0 (3-17) 


式 中 A 可 以 是 无 限 小 ,也 可 以 是 有 限 值 。 上 式 是 各 种 可 能 运动 与 
真实 运动 的 比较 ， 两 者 时 间 , 位 形 和 各 质点 的 相应 速度 都 相同 , 但 
是 加 速度 不 同 。 可 能 运动 与 真实 运动 的 加 速度 差 为 A%, Aia …， 
A 

以 上 三 种 基本 方程 都 除去 了 理想 约束 的 影响 ， 如 果 有 摩擦 力 
存在 , 可 视 为 主动 力 放 入 X; 中 一 起 讨论 。 注 意 , 为 简便 起 见 , 各 质 
点 之 间 的 力也 已 放 和 人 羡 ; 中 。 


* 石 7 + 


第 四 章 ”完整 系统 的 动力 学 方程 


我 们 知道 , 所 谓 完整 力学 系统 , 它 只 包含 “ 含 时 几何 约束 "。 
然 纯 几何 约束 和 可 积分 的 运动 约束 包括 在 全 时 几何 约 来 以 入 
本 节 导 出 的 动力 学 方程 只 适用 于 完整 系统 ,虽然 适 用 范围 较 狭 , 但 
在 工程 和 科学 上 的 价值 很 大 。 


(一 ) 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 一 一 广义 坐标 式 
动力 学 方程 
8 4-1 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 的 推导 
设 基 质点 系 有 % 个 质点 和 工 个 含 时 几何 约束 
filzw ro ot)=0 (i=1,2,., 5) 
则 这 个 系统 的 自由 度 为 入 =3w 一 L。 因 此 可 用 入 个 独立 变数 所 请 
广义 坐标 9 92,…, gx 来 表示 动力 学 方程 。 可 以 预先 猜想 , 这 样 得 
来 的 动力 学 方程 的 个 数 较 34 为 少 ， 而 且 坐 标 可 以 按 解 题 的 方便 
自由 选取 。 现 在 就 来 推导 用 广义 坐标 表示 的 动力 学 方程。 
设 各 2; 与 广义 坐标 的 关系 式 为 
ti—=Pi(q1 92,***, gn; £) (人 一 1 2, …， 37) (4-1) 
则 xz; 的 虚 位 移 , 亦 即 x; 的 变 分 为 


6z; = 三 各 (i=1, 2, …; 3 用 (4-2) 


于 是 动力 学 普遍 方程 式 (3-3) 成 为 


®。 68 °。 


Ti mit, 一 和 Xi)6z， -并 ma 一 习 i) 三 各 so- 


-2 1 ma- iD) 3 (4-3) 
上 式 中 Sx 232 -gi 是 对 应 于 的 广义 力 ,这 在 $2-3 中 就 已 
经 知道 ,所 以 现在 的 主要 工作 是 将 式 (4-3) 中 的 
ne 


用 广义 坐标 和 广义 速度 来 表示 , 应 用 微分 学 知识 , 显然 有 


3n 


a27,97; _ a QZ,; 97, 
"ar dt ggy A iat 3 )— 


33) dz: qd /9x, 
er 线 ) (人 
后 为 
dx, _ 
将 上 式 对 9; 取 导 数 ， 得 
9Z， 99a; 、 
Ooi 4-6 
9g; 94qi - C470) 
又 ， 


er)= 
)= > d+ 39; 


9 . 1 
-六 村 
应 用 式 (4-6) 和 (4-7)， 可 将 式 (4 多 改写 成 


3n 3n > 
drigr_ ad dv OPN 
2 a 0 区 , 
3n 
dx; Ai _ 
一 之 所 天 殉 (4-8)》 
+ | 
因 质 点 系 的 总 动能 为 
] 3n 
和 之 
所 以 
Sn 3n 
. 9z; oT . 9%; 97 
MX = Mii 
之 35 99; 之 “0 
于 是 式 (4-8) 成 为 
3n 
dz, QZ， d aT oT 村 
之 d’* 9g; dt 9g; gqj 
式 (4-3) 成 为 
N 
(2407 97 oN - 
> 多 生 一 引 一 0)=。 (4-9》 


由 于 六 个 oo 2 都 是 独立 变数 , 所 以 由 式 (4-9) 有 
&1/3\ 3 ， _ 
姑 弛 )- 玉 一 0 (j=1,2,%,N) (4-10) 
上 式 是 力学 中 最 重要 的 方程 ， 称 为 拉 格 朗 日 方程 。 
若 这 个 力学 系统 仅 含 有 势力 , 那么 各 Q; 可 以 由 位 函数 
V (qi, 9 2) 


只 


导出 
3F 


0Q;= -3 (j=1,2,., N) (4-11» 


(9 -= 4 一 1 2 N 4-12 


又 由 于 中 不 仿生 所 以 3 一 0。 
于 是 式 (4-10) 可 以 改写 成 


a aT—V) _9(7— V) -13 
at 99; 9g; =0 (4 ) 


令 了 一 了 一 了 (8 9 9 ,4m; 4) 称 为 拉 格 朗 日 函数 ,或 
称 为 动 势 (Kinetic Potential)。 则 式 (4-13) 又 可 简 写成 


a aL YL 
人 4 
dt 9qg; 99j 0 (=1,2,%, N) (4-14) 


最 后 尚 须 说 明 动 能 如 何 用 广义 速度 和 广义 坐标 来 表示 。 应 
浊 式 (4-5) 有 


7 =m 站 (Sou gj 十 2 = 


-Em (TR dt 
+ 荆 各 和 me 人 人- 


= 135160, p22 +0= 
1=1 k=1 . 
一 全 ?十 人 十 20 (4-15) 
其 中 2 了 Ti 和 7T 分 别 表示 广义 速度 的 二 次 齐 函数 、 一 次 齐 函 数 和 


零 次 齐 函 数 。 
车 质点 系 的 各 式 (4-1) 都 不 明显 地 包含 1， 这 种 系统 称 为 平稳 
系统 (Scleronomic System)。 对 这 种 系统 有 


3 一 (一 1 2,…， 3m) 


于 是 b==c=0, 即 7T1=%=0, 所 以 
13 gd | (4-16) 
从 式 (4-16) 容 易 看 出 


gz dr; 
Gjs = > Mi 二 ~ = Qs 


全 30 og 
所 以 短 阵 (au 是 对 称 逢 隆 
当 质 皮 系 的 力学 系统 是 平稳 系 统 时 ， 它 的 动 证 广义 过 谎 


一 次 才 本 数 ， a 


$4-2 ”广义 能 是 积分 
将 式 (4-12) 乘 以 他 然后 各 式 相 加 ， 得 
a eaeT 


三 (人 基 ) -Ee pip 2 A 177 


上 式 末 一 等 式 假定 7 只 是 位 置 函数 ,应 用 关系 式 
Es FE ) Es 
下 化成 
区 > 区- (Rt 路 ie 
和 
= -> 中 sw 各 =. 


2 
»72. 


假定 了 不 明显 地 含有 如 即 了 =T(qi, 9)， 则 邹 -=0。 


于 是 式 (4-18) 成 为 
a 
机 4272 十 7 一 一 人 十 9 = 


积分 后 得 
27,+T.—T--V=h 
或 
一 多 十 入 一 天 | (4-19》 
上 式 称 为 广义 能 量 积分 ,或 称 为 雅 科 毕 积分 。 
注意 到 工 =T 一 V, 则 式 (4-19) 与 下 式 相同 : 


二 4 晓 Es (4-20) 


对 于 平稳 系统 , 式 (4-19) 成 为 普通 能 量 积 分 
T+HV=E 
例 4-1 单 摆 。 一 个 质量 为 m 的 小 球 用 长 为 人 的 细 杆 (同时 讨论 细 线 》 
慧 挂 。 今 将 它 拉 向 一 边 , 与 铅 垂 线 成 pe 角 , 然后 静止 释放 , 任 它 摆动 不 考虑 
地 球 自转 , 试 求 其 运动 方程 和 积分 [ 参 2(c)]。 
解 : 先 讨 论 用 细 人 村 悬挂。 这 时 小 球 受到 双 面 约束 , 而 沿 圆周 运动 (图 二 
了 ,因此 : 


了 于 mo 一 去 mg 


V= 一 mgleos9 〈 了 以 基点 位 置 作 位 能 标准 ) 
代入 拉 格 朗 日 方程 
d 27 927 = 


di 98 7 
ww 7TF3 。 


注 


ml +mg! sinp=0 


: 即 
+sing= 一 0 . : (4-21) 
当 g<5° 时 ，sing~p， 上 式 近 似 于 人 + 了 9 =0 它 的 解 为 


P= Po cos £4 周期 r=2xV/ 广 


当 9 过 5" 时 , 这 是 一 个 非 线性 微分 方程 ,上 式 也 可 以 求 它 的 严格 解 。 事实 
上 我 们 可 以 直接 应 用 能 晤 积分 
用 十 六 一 六 
于 是 
Bml:p:—myl eosp— —mgleos po’ (=8) (4-22) 


和 


a -aat 
~ eos Pp— eos po 人 


应 用 cosg==1 一 2sin? 孔 ， 上 式 可 化 成 


一 一 一 2 dat 
| 去 这 Sin2 -一 


.将 上 式 自 #=0 至 积分 , 相应 的 9 自 pa 9, 
六 一 一 毕 - 一 一 ->V/ 了 ， (4-23) 


J ein main ! 
sin = sin Yesing 
2 2 
sin 名 一 
: 则 


A/ sin? sin? 和 一 singoeosb 一 teosb， 


-7A。 


二 cos Td = gin Feos 8a0 


再 改换 初始 条 件 , 以 小 球 通过 最 低 点 作 计时 起 点 , 于 是 i=0, 9 二 0 所 以 式 (4~ 


23) 变换 成 

f o /sy 1 

| A VY C4-24) 
上 面 的 积分 无 法 用 有 限 个 数 的 初等 函数 表示 , 这 积分 称 为 勒 上 特 (Legendre) 
第 一 类 椭 贺 积分 。 这 椭圆 积分 的 名 称 在 数学 上 是 由 于 计算 椭 贺 弧 长 而 导出 
勒 上 特 第 二 类 椭 贺 积分 

|v 1 一 &sin2000 
所 引起 的 。 
当 小 球 自 景 低 点 逢 到 最 高 点 9 一 9e 时 ,9 自 0 至 过， 时 间 正 好 经 过 周期 

“的 四 分 之 一 ,所 以 由 式 (4-2 人 得 周期 为 


| 站 二 g sin20 (4-25). 
当 不 太 大 (F 过 了 时 , 式 (4-25) 中 的 求 积 式 分 母 可 用 二 项 定理 展开 成 无 
限 级 数 , 而 后 逐 项 求 积 ; 
(ksin’d) 一 1 十 二 有 sin?9 十 了 31tsin4g 十 … 十 
1-3…(20 一 1) pn. aa0 ,. 
ton 放 sin2n0 十 
再 用 沃 利 斯 (Wallis) 积分 公式 四 


并 


| ， sinzm gd0 = (4-267 
于 是 得 周期 
r=2ry Ti (SF) tt) et + bn 十 “| 


(4-27) 


从 上 式 看 出 ， 当 b=sin 字 9 增 大 时 , 振幅 go 也 增 大 , 由 上 式 周期 5 也 增 大 。 所以. 


QD ”参看 能 庆 来 ,< 高 等 数学 分 析 ?, 231 页 , 商务 印 书馆 , 1934 年 。 
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单 摆 的 周期 是 随 幅 角 增 大 而 变 大 的 。 
如 果 要 求 出 gq 的 时 间 函 数 , 那么 由 式 (4-24) 可 得 解 案 


sing—sn( /£1) (4-28) 
上 式 的 意义 可 解释 如 下 : 式 (4-24) 的 反 函 数 可 写 为 
0=am(V¥:) (4-29) 
雅 科 毕 称 这 反 阴 数 为 (/ 子 1 的 要 角 (Amplitude)， 于 是 
sinb 一 sn| am(v 了 中 


雅 科 毕 称 之 为 幅 角 的 正弦 (Sine amplitude)。 今 采用 十 德 曼 (Gudermann) 


符号 , 简 记 为 
sin am(V 1)=sn(V¥1) 
对 于 用 细 杆 来 悬挂 小 球 的 情况 , 幅 角 po 可 以 增 至 x。 于 是 对 于 go 二 x， 
式 (4-24) 改 变 初始 条 件 一 0 p= 二 0, 成 为 


[segap=— 2 VY 


Ce 


当 9->z 时 ，f->V 1gte 于 ->co。 所 以 小 球 升 至 最 高 点 需要 无 限 长 的 


时 间 。 
我 们 可 以 把 初始 条 件 改 为 4=0 时 , 小 球 在 最 低 点 有 一 个 初速 度 wo 这 样 


总 机 械 能 1 一 二 moi。 当 二 moi>>2mg1 时 ， 小 球 将 绕 悬 挂 点 0 作 回 周 运动 。 
令 


积分 得 


kh=mgly (4-30) 
则 当 一 1<7<<1 时 , 17 的 意义 可 认为 是 小 球 对 悬挂 点 0 的 高 度 差 。7 >1 时 ， 
拓 小 球 不 能 离开 圆周 , 所 以 7 只 能 当 作 无 量 纲 的 能 量 系数 。 于 是 式 (4-22) 成 
. 76 . 


工 , 9 .91 ia2A\_ 

za? L711 cas gq) g(n 1—2sin 2 ) 
Las —k? sin? 号 ) 

式 中 她 =- 

所 以 


29(7 十 D, 


La dg 加 
1 六 gp V2 
1 一 82 sin 2 一- 
2 
in 一 fs) 
SI sn( a i 


绕 0 一 周 的 时 间 可 用 无 限 级 数 逐 次 求 积 的 方法 得 到 : 


r= ts (sto! + 人 )P+ 人 人 了 et | 
如 果 把 悬挂 用 的 纲 杆 换 以 细 绳 , 那么 双 面 约束 就 变 成 单 面 约束 。 依 圆周 
运动 的 法 线 方向 分 解 , 得 运动 方程 


v2 
到 本 一 一 mgcosg 十 站 


如 果 摆 动 由 静 填 时 go 产生 , 将 式 ( 全 23) 代 人 上 式 ， 
N=mgl(3eosg— 2eo0s gq) 


解 案 为 


令 六 =0 时 9 一 po 则 
COS pm 一 Seos Po 


要 小 球 不 脱离 球面 , go 最 大 为 90°, 此 时 gm 二 90°。 
如 果 我 们 在 小 球 最 低 点 给 予 动能 
1 


Bm mg2l 
即 
v=2Vig 
或 go=180° 


于 是 cosm 一 一 子 ,得 pn 一 131*49'。 所 以 小 球 在 加 上 只 能 升 高 到 这 个 角度 ， 


后 小 球 将 以 速度 v 作 描 物 运动 , 如 图 4-1 所 示 。 搜 网 速 讼 ov 可 以 从 下 式 计 
® F777 ee 


mr =m9l— Smgl 


o= /29 
此 后 小 球 脱 离 回 周 尚 可 沿 抛物 线 升 高 各 7 


”习题 41 若 要 用 细 绳 悬挂 的 小 球 能 正好 通过 最 高 点 ， 那 么 在 最 低 点 要 
给 予 多 大 的 速度 ? 


图 4-1 | 图 4-2 
习题 4-2 试用 拉 格 朗 日 方程 导出 用 弹簧 悬挂 一 物 块 的 摆 的 动力 学 方 
程 ( 略 去 空气 阻力 )。 


例 4-2 如 图 4-2 所 示 滑轮 中 ， 三 物 块 4、 B.C 分 别 重 P4=10kg、 
Ps 一 20 kg、Po==20 kg 。 物 块 与 地 面 间 的 动 摩 按 系数 均 为 有 =0.2， 求 各 重 
， 物 的 加 速度 。 

解 : 设 物 块 4.B、0 在 某 时 上 的 速度 为 pw，vs、ve, 它们 的 位 移 为 4、 
9s，4o; 则 


8 的 位 能 


了 一 一 Pi2432 


» TB 。 


作用 于 4 的 力 @s= 一 0.2 Py, 作用 于 C 的 力 Qo 二 一 0.2 Po, 总 动能 
_1 2 var vo 
T=# | Prt Povs +Pa( 5) | 


L=T—yVs 
这 系统 有 两 个 自由 度 , 以 94、9ge 为 广义 坐标 , 则 拉 格 朗 日 方程 为 : 
gol gL dL 2L_0 
at ov 9g4 di Boo dqgo *° 
地 
wh + (watwo)= 320.2 Pa | 
wo + 芝 (watwo)= 节 一 0 2 Po 
代入 数值 得 : 
pe 
5w/+25wo=69 
解 得 : 
Woe=1.4 m/s’, w= 4,.76 m/s?, 
wa— 0 一 3.08 m/s’ 


例 4-3 如 图 4-3 所 示 , 飞轮 1 在 不 
变 力 矩 用 作用 下 绕 铅 垂 轴 0, 转动 。 飞 
轮 上 带 有 齿轮 2 的 转动 轴 0,， 此 轮 2 与 
仑 轮 3 哮 合 ， 齿轮 3 则 可 以 和 飞轮 无 关 图 4-3 
地 绕 同 一 轴 转 动 。 齿 轮 3 的 转动 受到 图 上 所 表示 出 的 螺旋 弹 竹 盘 的 阻碍 , 该 
弹簧 的 反作用 力矩 与 齿轮 3 的 转角 乡 成 正比 例 ， 等 于 cy。 设 两 齿轮 均 为 均 
质 圆 盘 , 半径 同 为 4, 质量 同 为 mm 飞轮 对 于 0， 轴 的 转动 惯量 为 20 ma2; 最 
初 该 系统 处 在 静止 状态 , 求 该 系统 的 运动 。 

解 : 令 飞 轮 并 的 转角 为 gp ,齿轮 3 的 转角 为 3, 则 : 


飞轮 1 的 动能 可 表示 为 P= 二 (20 mo (32 各) 


内 办 3 的 动能 可 表示 为 7,= 二 (多 0: (名 】 


资 轮 2 的 运动 为 平面 平行 运动 ， 它 的 质心 速度 为 2a9， 它 与 齿轮 3 了 的 接触 点 
.4 的 速度 为 ap。 所 以 齿轮 2 的 转动 角速度 为 
® TI9 。 


一 (20 史 一 ab)1a 一 28 一 


于 是 齿轮 3 的 平 动 动能 六 

1 . 

"(209p)* 
对 质心 的 转动 动能 为 

(me ) (28—): 
齿轮 2 的 动能 为 
一 于 mm(20 人 0) 十 二 ma:(29 一 9)? 
总 动能 
T=Tt Ts tT ma ( 199 十 一 4 ) 机 
于 是 拉 格 斋 自 方程 为: | 2 
马 27 27. 

,di29p 29 ,ma (26%—¥) =M 轩 
SoT_ 37T_ oy 区 ”maz( 一 节 十 六 二 一 cy | ， ©) 
df ay 

先 消去 六 得 
下 26¢ 
Dt 3cmar 25ma? 有 可 


应 用 初始 条 件 一 0, 多 一 0, 攻 一 0， 易 知 上 式 的 解 为 
M 2 i) 


= 1— 
多 一 36 人 :一 "os 了 


将 上 式 代 人 式 (o) 的 第 一 式 得 


$= M _M 2 M cos ES 26 
26ma* ”26mma2 X25 、 rt 


上 式 经 二 次 积分 , 并 考虑 上 0 时 9 二 0, pg 一 小 得 


vt 6 
例 4-4 质量 为 m 的 质点 在 一 半径 为 a 的 区 周 
上 运动 , 此 贺 又 以 等 角速度 @ 绕 其 名 垂直 径 4B& 转 动 ， 
如 图 4-4 所 示 。 求 此 质点 的 运动 微分 方程 和 使 角 速 
度 吕 保持 不 变 的 力矩 对 。 图 4-4 
解 : 设 圆 环 的 转动 惯量 为 7, 则 其 动能 . 
。 SO 。 


1 
T, 本 J 
质点 对 环 的 人 让 对 表 度 为 a6， 牵连 速度 为 aosin 8, 所 以 质点 的 动能 为 


Za 本 各 (asing0)202 十 Emo 6: 


-总 动能 
一 本 (7 十 mozain2g) 0D2 十 去 mo 0: 
TF=a(l 一 cos0)mg 一 MD (9=0) 
-于 是 对 0 和 9 的 拉 格 朗 日 方程 为 ; 
a 21 aT 2y 
一 一 一 方 十 一 字 二 0 
at 20 20 20 
: daT 27 37_ 
和 di 93% 99 | 


得 

ma 0— marw?sinGcosd + magsinO =0 
和 
{J+ma?sin?0) 0 +maw2singeos00 = 
= 

所 请 @ 不 变 ， 就 是 外 ==0。 故 由 上 式 得 
“使 @ 不 变 的 力矩 

M=marwh sin20 
例 4-5 求人 造 地 球 卫 星 的 广义 

能 量 积分 . 略 去 大 气 的 阻力 和 地 球 非 中 图 4-5 
-心力 的 影响 , 知道 入 造 地 球 卫 星 的 罗 道 是 以 地 心 为 焦点 的 一 个 椭 团 ， 它 的 轨 
道 平 面 对 惯性 空间 坐标 系 (Ozyz)( 以 遥远 的 恒星 为 标记 ) 来 说 是 不 变 的 , 它 的 
机 械 能 是 守 便 的 。 但 是 我 们 人 是 站 在 转动 着 的 地 球 上 的 , 固定 于 地 球 上 以 地 
- 心 O 为 原点 的 坐标 标 为 0z'y'% 。 将 0z 、0z 与 地 球 自转 轴 重 合 ， 如 图 4-5 
“启示 , 则 有 坐标 变换 式 : 


(4-31) 


X= cosot —y sinot 
y=% sinaot 十 1 coswt | 


Z=2 
:将 上 式 对 时 间 取 导数 , 得 ; 
® 有 7 。 


2 一 058inaot 十 2 cosot wr’ cosot —y wsinot 


Vs—v i Cost 一切 Sinot 一 O2 sinot~—y eosot 
| (4-32) 


9 二 仿 
将 上 式 代 入 人 造 地 球 卫星 在 惯性 坐标 系 的 动能 表示 式 
T= 地 mh( 史 十 雹 十 妨 》 

求 得 : 
Tm 
Ti—m(r vy VO . (4-33) 
T= mo (e's ty 

从 上 式 看 出 , 虽然 毕 标 系 变换 式 (4-31) 是 时 间 1 的 函数 ， 但 是 转动 坐标 系 的 


动能 2 一 有 十 2 十 TI 并 不 明显 地 包含 时 间 , 因此 存在 着 广义 能 量 积 分 
一 下 4 十 二 


于 ma(P22 十 到 ?十 到 2) 一 Bm (v2 + 2 十 (za 一 有 (434) 


现在 说 明 上 式 的 物理 意义 : 转动 坐标 系 的 拉 格 朗 日 函数 
L =7T—V'= m0 to 9 7) 二 ms vy vs) OV 十 


十 本 ms (Z 2 十 82) 一 了 
代入 拉 格 朗 日 方程 : 


a9L _ 27 一 0， ms’ 一 2@g — C0027 ) 一 一 9 到 
27 


0 my +20 3y 


(4-35) 
a 9 _ gr 
dt dvs -22 
式 中 了 、Y'"、2' 是 地 球 作用 于 人 造 地 球 卫星 的 引力 在 转动 坐标 轴 方 向 上 的 
分 力 。 
将 三 式 顺 次 乘 以 沿 转 动 坐标 轴 x 、y’、z’ 的 单位 矢量 站、 六 、k"， 然后 
相 加 得 


一 0， ?1 和 一 -r= 


mw —m20y i i) mo rity i)=PF' (4-36> 
。 82 。 


A 


式 中 必 == 必 i 十 扩 了 十 上 是 静止 于 地 球 上 的 现 察 者 测定 的 人 造 地 球 卫星 的 
加 速 底 ( 相 对 加 速度 ); mo2(z 十 8 了) 是 人 坦 地 球 卫星 在 某 瞬 时 由 于 地 球 
自转 而 表现 的 惯性 离心 力 忆 3 人 千 地 球 了 卫星 至 地 轴 的 垂直 距离 为 D= 
Mx? 二 YY; 如 图 4-6 所 永 


图 4-6 
ji 7 “| 
20y i i P=2|0 0 :l=20XxXvo 
Ve V, 及 


是 人 造 地 球 卫 星 的 哥 氏 加 速度 。 所 以 式 (4-36) 左边 第 二 项 改变 符号 就 表示 
哥 氏 惯性 力 忆 ,。 这 伴 式 (4-36) 就 是 转动 坐标 系 的 牛顿 方程 

ma =F' -+F,+F. 
出 于 : 


3f] 
3 mos 2+y 2) |=morz =X, 


| 了 2(7'2 “2 上 = 201 = 
3 二 十 gz |=moy’ =Y, 


也 以 一 二 mr (zy) 可 以 看 作为 惯性 离心 力 的 势 函数 ,由 于 Fi; 恒 与 "和 
直 , 所 以 Fs 尘 人 造 地 球 卫 星 不 作 功 。 这 就 是 为 什么 7T, 这 项 不 出 现在 式 (4-~ 
34) 的 原因 。 式 (4-34) 的 物理 意义 是 把 离心 力 造成 的 势能 计算 在 内 ， 那 么 式 
《4-3 色 就 是 转动 坐标 系 中 的 能 量 守恒 定律 。 
§ 4-3 多 自由 度 保守 系统 的 微 振 动 [ 参 3(c)] 
所 谓 保守 系统 , 它 的 作用 力 Q, 都 可 以 从 势 函 数 了 (gb 92,…， 


s 837 。 


4v) 导 出 : 
i 二 一 3 (i=1,2,.",N) 
应 用 多 变数 秦 勒 定理 将 六 在 它 的 平衡 点 附近 用 级 数 展开 得 


V=V0 (gi0, 9gao … 00+( 锅 2 和) (gi—4i0) 十 


+ 二 二 (5 9q; ) — gi0) (qj—4j0) + ** 


我 们 定 了 的 标准 值 Vo(q10, 920,…, 90) 二 0, 并 且 以 qi 二 0 作为 gs 
的 起 点 , 那么 上 式 可 写成 


Nn x 
/NM 上 Ca 
r= 元 )， 4 > (3 9g; -) gg 十 
| [4 


1 三 
+ 
a 0 


但 标准 点 为 平衡 点 ， 所 以 (区 .= 一 9o= 0。 又 因为 我 们 研究 的 ， 
是 微 振 动 , 9 gj gs 都 很 小 , 这 样 略 去 9igjgx 及 高 次 项 得 


1</ 9 
De 
5 9507) 


.3 aV Py », EY 
记 ( 了 有 ,=bu。 则 上 式 可 简写 为 


v= 二 > 20710301 (4-37》 
又 我 们 现在 研究 的 是 平稳 系统 , 按 式 (4-16) 
N 
T= dd (4-167， 


将 以 上 两 式 代入 六 个 自由 度 的 拉 格 朗 日 方程 


»® 84 。 


a 237 31 
豆 于 一 站-0 GD2 N) 


得 到 和 六 个 自由 度 的 保守 平稳 系统 在 平衡 位 置 附近 的 微 振动 方程 中 
GiGi Gig t+" 十 4ixgw 一 一 Di0 一 Disga… 一 Diygxw 


Ca 1, 2， 4 N) (4-38) 
上 式 可 缩写 成 矩阵 式 : 
44:= 一 B9 (4-39) 
式 中 : 
dil Gi2 Gn hh 
一 | az G22 G2n dz 
., ， 4 ， 
CNI Qn2 “"* Om dyn 


Di bls a Dly 
bo pos … Doyv 
by bwe byw 

用 非 奇 异 线性 变换 , 不 需要 解 任何 方程 , 便 可 以 把 表示 动能 或 
势能 的 两 个 二 次 形式 中 的 一 个 变换 成 为 平方 和 的 形式 ， 也 就 是 把 
矩阵 4 或 也 化 成 对 角 抢 阵 的 形式 。 

车 把 动能 式 变换 成 平方 和 , 同时 劳 能 式 变换 成 另 一 个 二 次 式 ， 


即 有 : ., 、 
2T= 台 十 如 十 尺 十 拘 


N (4-40) 
2V = Scwtié; 
i 
代入 以 5; 为 广义 坐标 的 拉 格 朗 日 方程 得 
外 一 一 0 本 一 52 一 … 一 CE (t=1,2,%, N) (4-41) 
作 “平衡 位 置 附 近 ” 的 含意 是 在 we 附近 的 一 切 点 qr 都 有 ggio 因 此 aar(q) 一 
aq 一 常量 ， 于 是 3 一 0 
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上 列 微 振 动 方程 的 形式 称 为 正 形式 
如 将 势能 式 变换 为 平方 和 , 即 : 


六 

27 一 之,ei 放 1 
了 

» (4-42) 

2V= D7 
=1 


则 
N=— enum ei — ewiy(t=1,2,.%, N) (4-143) 
上 列 微 振动 方程 的 形式 称 为 反 形 式 
不 但 如 此 ， 只 要 全 和 六 的 式 (4-37) 和 (4-$6) 中 任 一 个 是 正定 
的 , 我 们 就 可 以 找到 一 种 变换 能 同时 把 它们 化 成 平方 和 的 形式 。 事 
实 上 动能 下 总 是 正定 的 , 对 于 稳定 平衡 点 附近 六 也 是 正定 的 , 设 经 
线性 变换 


N 
4 一 > Rié; (i=1,2,.",N) (4-44) 
4=1 . 


NV 
27 = D4 
‘™! (4-45) 


N 
27 = >_4.7? 5? 
i=1 


对 于 这 样 的 TV, 代入 以 为 广义 坐标 的 拉 格 朗 日 方程 得 
ETPE 0 (i=1,2,.%,N) (4-46) 
从 上 式 看 出 我 们 已 把 式 (4-38) 变数 混合 的 方程 ， 经 过 变换 可 
以 把 它们 的 变数 全 部 分 离 了 。 这 样 ,每 个 5; 都 可 以 从 式 (4-46) 音 
独 求解 ,6 设 1=0 的 初始 条 件 是 50 二 0G;，tio= 二 Bi, 那么 式 (4-46) 的 
解 可 写 为 


* 86 。 


有 证 


E, 一 aicos1i 十 (全 )sinpit t=A,sin (p;t + 9;) 


(i=1,2,..,N) (4-47) 
式 中 4; 为 振幅 ，9; 为 相 角 ，2, 为 振动 频率 。 如 上 式 的 5 共有 入 
个 ,El Eo **、ER 称 为 正则 坐标 (Canonical coordinates) 也 叫 主 
坐 奈 。 由 于 它们 都 是 相互 独立 的 ， 所 以 可 以 某 个 5 在 振动 状态 ， 
而 其 余 的 5;(j 考 让 二 0， 这 样 各 个 8 的 振动 状态 由 变换 式 (4-44》 
有 
qs, = KsiA,sin (pit + 9;) (s=1,2,.%,N) 
这 样 仅 由 一 个 正则 坐标 的 变化 来 决定 的 振动 称 为 固有 振动 ， 对 应 
的 频率 p; 称 为 固有 频率 (Natural frequency)。 愉 个 自由 度 的 体 
系 有 六 个 固有 频率 。 一 般 六 自由 度 体 系 在 其 稳定 平衡 位 置 的 微 振 
动 , 由 式 (4-44) 可 知 是 入 个 固有 振动 的 线性 组 合 : 
gq SR Assin (Pit + 9.) (s=1,2,.",N) 
立 个 国有 频率 Pi、Ps、…、Px 中 的 最 小 的 一 个 称 为 最 低频 率 。 对 应 
于 它 的 振 型 称 为 基 频 振 型 (Fundamental mode) 。 
如 果 我 们 已 经 得 到 了 正 形式 的 振动 方程 式 (4- 身 ) 而 要 求 出 它 
的 特 解 , 我 们 可 用 式 (4-47) 代 入 式 (4-41), 得 到 


N 
PiA= > cd; Gi=1,2,.,N) (4-48) 
j=1 


要 上 式 4; 的 齐 次 方程 组 有 不 为 0 的 解 ,它们 的 系数 行列 式 必须 为 
0, 即 


Cl11 一 也 Ciz CN 
C C 2 C 

A(p)=| ” 2 =0 (4-49) 
Cx Cw2 Ca 一 人 


7 « 


上 式 是 p* 的 次 代数 方程 , 这 方程 是 用 来 计算 频率 了 的 ， 称 为 频 
率 方程 或 久 期 方程 (Secular equation)。 后 者 这 个 名 称 是 从 天 体 
力学 中 得 来 的 。 

如 果 把 式 (4-47) 代 入 反 形式 式 (4-43)， 则 可 以 得 到 反 形 式 的 
久 期 方程 - 


1 
ell 一 €12y 21N 
了 
621 @21—— ~ Ban 
=0 (4-50) 
1 
| CN2 enw ps 


同样 把 式 (4-47) 代 入 一 般 线 性 由 由 振动 的 微 振动 方程 式 (4- 
38) 中 , 可 以 得 到 -4; 的 齐 次 方程 


N . 
Dj (qi —b;;) A;=0 (i=1,2,.",N) (4-51) 
#4=1 
它 有 非 零 解 的 条 件 是 系数 行列 式 必 须 为 0 , 即 它 的 久 期 方程 为 
aup—bn 402 一 Di ee Caw22 一 Diy 
Ga182 一 Da az2 一 Dos ee azwp’ — bax 三 |4z? 一 B1 
Qawp— bx  Gx22 一 瑟 wa ee awxp’—byy 
+0 (4-52) 


上 式 也 是 2 的 六 次 代数 方程 。 下 面 将 证 明 当 4、B 为 正定 的 对 称 
和 矩阵 时 这 些 久 期 方程 的 根 全 部 是 正 实数 DO。 我 们 称 这 些 根 为 久 
期 方程 的 特征 值 (Eigenvalue)， 它 的 平方 根 的 正 值 就 是 固有 频率 
2。 为 简单 起 见 , 我 们 仅 讨论 各 个 Pi 都 不 相等 的 情况 。 
由 式 (4-52) 解 出 ?2 得 到 它 的 任 一 根 悦 , 则 把 它 代入 式 (4-51) 
Q@ 西 尔 威 斯 特 (Sylvester) 定 理 , 1852 年 。 
ea 88 。 


要 计 


可 以 得 到 一 组 齐 次 方程 的 比值 4i1: 4;2: 4.2…:A;x。 其 中 是 标 ¢ 
表示 对 应 于 由 的 一 组 振幅 4。 假 定 系数 和 矩阵 的 秩 为 入 一 1， 即 上 
述 行列 式 A (8?) 至 少 有 一 个 六 一 1 阶 子 行列 式 不 为 0。 设 式 (4-52) 
的 awywP? 一 bwx 的 相 余 子 式 Axx (2? ) 不 为 0， 则 除去 式 (4-51) 最 后 
一 式 的 和 一 1 个 线性 方程 可 以 解 出 Aii、 Aio、…、4iw-1, 得 到 


A hme Gb2, ,Nl) 


或 
Aii:Aiz:Ais': Aiwn—=Aw(p?):Awa(p?) :Anx(p?) (4-53) 
我 们 称 
4 


4;=| 412 | 为 对 应 于 特征 值 g? 的 特征 矢量 (Bigenvector) 


Aix 
设 
4 十 4 十 十 4 一 全 
则 
4 /AsVY /hiny 
(0 + He) =1 
于 是 人 、42、… 人 > 组 成 的 多量 全: 就 成 为 间 位 矢量 , 这样 经 过 党 


A .， 
i, 
数 !; 除 以 后 的 矢量 称 为 已 经 归 一 化 (Normalization) 。 对 应 于 入 
个 全 2 28， 就 有 六 个 特征 矢 A 4 、…、4x。 应 用 特征 矢 ， 
式 (4-51) 可 以 改写 成 矩阵 式 ， 
(Ap’:—B)A=0 (4-54) 
对 应 于 Bg? 和 85 的 特征 矢 A, 和 A; 有 
(Api —B) A,=0 ' (4-55) 
(Ap3—B) A;=0 


es 89 。 


我 们 称 “ 行 和 列 互 换 以 后 得 来 的 矩阵 ” 为 原 矩 阵 的 转 置 矩 阵 。 
将 矩阵 4 、 召 的 转 置 年 阵 分 别 用 符号 和 加 表 示 , 那么 4、B 是 对 称 
矩阵 的 条 件 可 写 为 


又 
A,= (4 A,,, 和 A;n) 
将 式 (4- 55) 的 前 一 式 左 乘 以 及; 应 用 (480) =0%83 关系 式 , 则 有 
A, (pi BA- A Ap —B)A;=0 
将 式 (4-55) 的 后 一 式 左 乘 以 和 ;得 
A.(Ap5—B) Aj=0 
将 两 式 相 减 得 
(pg —p3) A;AAj=0 
因 玉 关 p5, 所 以 必定 可 
AAA;=0 (4-56) 
这 样 两 个 特征 值 不 相等 的 特征 矢量 A,、A; 都 有 上 面 的 重要 特性 ， 
我 们 称 它 为 正 交 性 (Orthogonality)。 
如 果 甜 阵 4 为 单位 矩阵 了 ,此 时 
Aji 
: A 
“ALA;= (41,, As.i Ayi) ，|= 
4jr 
- =AihjTAziAjz+t T+ AniAjx=0 
这 与 矢量 全, LA; 的 几何 意义 相符 合 。 因 此 特征 值 都 不 相同 的 六 
个 特征 矢 Ai、 A;、…、Ax 组 成 一 个 正 交 坐标 系 。 任 何 一 个 广义 坐 
标 矢 量 q; 都 可 以 沿 这些 坐 标 轴 分 解 , 式 (4-4 人 成 为 
SKAjsin (ply) (i=1,2,.,N) (4-57) 
j=1 
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即 一 个 六 自由 度 线性 振动 体系 的 任何 振动 形式 都 可 以 按 它 固有 振 
动 形式 分 解 。 
现在 证 明 对 区 您 阵 4 和 万 组 成 的 和 期 方程 的 祖 一 定 都 是 正 实 
根 的 结论 。 
设 73 为 式 (4-52) 的 一 个 根 , A 为 对 应 于 它 的 特征 矢 , 则 有 
(Ap: —B) As=0 
将 上 式 左 乘 以 4。, 得 
p2 (A, AA,.)=A.BA, (4-58) 
现在 要 证 明和 人。 AA,.>0, A, BA,.>0. 
车 坟 是 复数 ,对 应 的 A。 也 是 一 个 复数 矢量 A。 =Ws 十 ivs, 则 
A AAs= (4 一 ?04 二 iD) = 
= Aus iV Aust i AVs DAV, 
因为 4 是 对 称 矩 阵 , 所 以 名 4u。= 认 .Av。, 于 是 虚数 矢部 分 为 0 ,所 
以 A。4A。 一 斌 ,AUs 十 各 :Av 是 个 实数 。 又 因 太 , 源 0， 所 以 us 或 
至少 有 一 个 不 等 于 0。 又 由 于 4 是 正定 的 ， 所 以 从 4us>0 或 
.Av。>>0 至 少 有 一 个 成 立 , 于 是 人 .4A。>0。 同 样 对 于 正定 的 刀 
亦 有 A.BA.>0。 于 是 由 式 (4-58) 解 得 
A BA 
A.AA, 


P= >0 


即 ps 是 正 实数 。 
例 4-6 设 有 长 为 4 的 细 强 系 着 质量 为 m、 坊 坑 、 芭 的 三 个 质点 ， 强 的 
两 端 拉 紧 后 被 园 定 着 , 三 个 质点 的 位 置 正好 四 车 分 细 绳 , 4m 质量 的 质点 在 


中 间 , 求 这 三 质点 的 微 振动 。 
解 : 设 三 个 质点 的 位 移 分 别 为 #4、z2、 zs, 则 三 个 质点 的 总 动能 可 表示 为 


7 一 二 mm 全 十 与 庆 + 共 ) 
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绳 的 张力 为 P, 则 四 自强 子 张力 的 总 位 能 可 近似 地 写 为 
7= 志 人 (十 (Zi 一 X2z)2 十 (zz 一 Z3)2 十 2 


于 是 代 人 拉 格 朗 日 方程 


dar 37 37 ;oo 
于 ti 2,3) 


并 令 y 二 一 尾 ， 得: 


2ma 
他 十 2802(221 一 0 ) =0 
各 十 212( 一 oi 二 20 一 加) 一 0 (a) 
全 十 202( 一 zz 十 22.) 一 0 
正则 坐标 关系 式 为 


把 上 式 代 入 式 (a) 得 齐 次 方程 
(22 一 402)5 十 2nr252 一 0 
272E， 十 ($m J]&+ 2025 一 0 (b) 


2n26s+ (Pp’— dn) és=0 
久 期 方程 为 


0 2n2 Pp — 49 
解 得 : 
Pi=, pI=4n, pi=6n 
以 了 i=*2 代 入 式 (5) 得 : 
—361 二 +26, =0 
中 -tat 
26,—36,=0 
解 得 


为 一 级 振动 图 有 振 型 。 同 样 由 p: 二 4w* 和 2: 二 6n: 可 解 得 另 两 组 固有 振 型 : 
“092 。 


4-7 
从 上 面 看 出 8, 一 2 出 现 一 个 节点 , p, 一 M6 出 现 两 个 节点 , 这 些 节点 
在 整个 振动 过 程 中 保持 静止 。 
一 般 坐 标 zk,zz、zs 与 正则 坐标 651,52、 6, 的 关系 式 为 : 
所 一 站 (十 2m 十 划 ) 
2 一 25 十 如 十 司 
2,=361—é, | 和 6&2 = 于 (c 一 oh) 
2 一 2 一 上 筷 十 二 1 . 
< =—(371— dz, 3x,) 
10 
如 果 起 初 1==0 时 质点 在 平衡 位 置 ，zio 一 zzo 一 Zao 一 0。 给 第 一 个 质点 一 个 冲 
量 使 它 得 到 动量 mw。 则 t=0 时 初速 为 


00 一 2 20 一 0，Yo 一 0 


于 是 
S10= £20= £30=0, Eo= 册 二 和 一 区 Ei 
故 得 固有 振动 : 
1 二 Op sin pt, 一 亨 -sin Pet, = sinpst 
从 而 最 后 得 
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盖 区 全 snnt+ 训 sn2nt 二 71sinw Gnt) 
Ia 一 这 二 sinmt 一 -sinw Sat) 


2 
23 一 = 其 (全 sinnt 一 万 sin2nt HV 6 nt) 


例 4-7 讨论 汽车 的 振动 [ 参 ]。 把 整个 汽车 看 成 为 一 个 刚体 ， 那 么 汽 
车 的 六 个 自由 度 ; 向 前 平 动 、 模 向 平 动 和 绕 铬 垂 轴 转动 是 由 驾驶 员 操纵 的 ， 
因此 不 加 考虑 ， 留 下 汽车 上 下 振动 , 绕 纵 轴 的 液 动 和 绕 水 平 横 轴 的 颠 篮 振动 
三 种 运动 ， 因 此 动能 可 写 为 

rt 
式 中 儿 为 汽车 的 质量 ，y 为 汽车 质心 G 离 地 面 的 高 度 ; 区 是 颠 徐 角 , 了 是 汽 
车 围绕 如 的 模 轴 的 转动 惯量 ，0 是 滚动 角 , J 是 滚动 转动 惯量 。 

设 前 轮轴 心 4 与 G 的 水 平 距离 为 1， 后 轮轴 心 4 与 G 的 水 平 距 离 为 
7; 如 图 4-8 所 示 。 则 4, 点 高 度 为 y 十 lip，4, 点 高 度 yl : 投 前 轴 弹 赛 
系数 为 ,后 轴 涪 得 系数 为 ha, 侧 注 的 恢复 系数 为 bo, 则 势 函 数 为 


图 4-8 
= 和 (g++1)? 十 如 (gy 一 lp)! 十 名 0 


将 了 一 了 = 了 工 代 人 拉 格 朗 日 方程 


431_ aL 0 da 3 0 ad3 OL 
03 2 "dN 9 ”有 


得 : 
94。 


mg+ (it ko) yt (Kili— kals) y=0 
(Kli—kals) y+IY+ (kt kl) y=0 ， 
上 面 第 一 式 只 包含 0, 而 其 余 两 式 则 不 包含 0, 所 以 第 一 式 可 以 分 离 出 来 独立 
求解 。 因 此 我 们 现在 只 讨论 第 二 和 第 三 两 式 。 这 两 式 的 久 期 方程 显然 为 
有 十 有 一 oz 一 
有 ro 


J6+k0=0 


0 
或 
(ki1l? + k,l2-— To?) Kit ks—mo’) 一 (17 一 有 1)2 一 0 (a) 
从 上 看 出 , 如 果 
pili=k,l, 
那么 升降 振动 和 斯 钱 振动 各 自 独 立 进 行 ， 不 加 耦合 。 这 时 ， 两 者 单独 振动 的 
频率 为 : 


ot= blit hl vb th 
I MN 
令 
(和 oto 
则 式 (e) 成 为 
(oO 一 02) (0 一 o02) 一 42oio3=0 
即 
Oo 一 02(oi 十 oO3) 十 (1 一 42)oto3=0 
于 是 得 到 两 个 谐振 频率 为 
NC 
0 4 


由 上 式 可 看 出 2 和 02 在 区 间 (oj of) 之 外 。 为 了 满足 广大 乘客 在 生理 上 的 
要 求 , 经 大 量 测 试 的 统计 资料 指出 ， 汽 车 的 振动 频率 最 好 能 在 13 充 附近 。 
为 此 制造 汽车 时 ， 先 设法 符合 “去 耦合 "(Decoupling) 条件; hl1=k1s， 再 


设法 使 CI 一 上 即 


ktkl? hk 二 
了 m 


令 汽 车 绕 质心 G8 的 回转 半径 为 p, 即 mp 王石 则 由 上 式 并 结合 U1=%s1， 可 
e 095 。 


得 
.02 一 1i72 

即 汽 车 的 回转 半径 Pp 应 该 等 于 质心 G 到 两 轴 距 离 1:、1 的 几何 平均 值 

Vls。 在 1935 年 以 前 制造 的 汽车 并 没有 考虑 到 这 个 条 件 ， 它 的 式样 如 图 

4-9a 所 示 。1935 年 以 后 设计 的 汽车 就 大 致 附 合 这 个 条 件 ， 并 且 振 动 频率 接 


近 于 1 3 二 式样 如 图 4-98 所 示 。 


(a) (b) 


84-4 含 耗 散 函 数 的 拉 格 明日 方程 和 有 阻尼 的 线性 振 
动 系统 [ 参 5(a)] 

在 气体 和 液体 中 运动 的 物体 受到 这 些 可 流动 介质 的 阻力 ， 是 
一 个 相当 复杂 的 问题 。 阻 力 可 以 分 成 四 类 (1) 接触 面 的 摩擦 力 ， 
(2) 流体 介质 粘 灌 性 产生 的 阻力 ，(3) 运动 物体 尾部 形成 的 涡 旋 
而 产生 的 阻力 ，(4) 由 运动 物体 发 射 到 周围 介质 的 波动 而 产生 的 
阻力 。 

每 一 种 阻力 都 是 运动 物体 的 动能 减少 而 向 周围 介质 散 多 ， 最 
后 化 为 热能 。 这 种 阻力 与 运动 方向 相反 ， 而 它 的 大 小 是 速度 的 函 
数 。 一 般 阻 力 可 以 写成 

R=— ckf (v) | 

式 中 必 是 与 流体 性 质 和 物体 尺寸 大 小 有 关 的 物理 量 ; c 是 阻力 系 
数 ,是 由 物体 的 大 小 ,外形 和 可 能 与 物体 速度 有 关 的 数值 因子 。 

如 果 速 度 不 太 大 ， 实 验证 明 但 力 与 速度 的 一 次 方 成 正比 ， 即 
R= 一 hw。 现在 就 依 这 种 最 简单 而 又 重要 的 情况 来 建立 质点 系 在 


e 96 。 


流动 介质 中 的 运动 的 拉 格 朗 日 方程 。 要 导出 这 种 方程 当然 要 从 牛 
顿 第 二 定律 的 基本 方程 开始 : 

m= hd (i=1,2,.,3n) (4-59) 
式 中 也, 是 作用 于 质点 mi 上 的 除了 介质 阻力 以 外 的 力 的 合力 站 
zi 坐标 轴 的 分 量 。 在 §4-1 推导 拉 格 朗 日 方程 式 (4-11) 的 过 程 中 
力 X, 变换 成 广义 力 @;: 


= SX, 
0- 荆 :Pt 


现在 多 了 一 个 阻尼 力 一 tz;:， 也 只 楼 施 以 同样 的 变换 成 为 广义 
阻力 


所 以 雷 利 (Rayleigh) 3 [入 下 列 图 数 : 


p= 计 (4-60) 


t=1l 


称 为 耗 散 函 数 (Dissipation-function)。 于 是 含有 耗 散 函数 的 拉 格 


a 37 _ 7 oaF 。 
0 = (j=1,2,%,N 4-61 


现在 再 说 明 耗 散 函 数 的 物理 意义 : 假定 研究 的 力学 系统 是 平 
稳 系 统 ， 那 么 动能 是 广义 速度 的 二 次 齐 函 数 。 将 式 (4-61) 两 边 乘 
以 95 然后 对 广 个 方程 求 总 和 得 


d aT . 
之 3 区 qi > 0 > (4-62) 


上 式 左边 可 化 成 


ss 97 。 


da AN < 37 d aT_aT 
3 六 (Bt 36; 站 2)- Wa 
再 假定 0; 为 有 状 力 , 即 0;== 一 务 -,， 和 对 式 (4-62) 来 一 式 应 用 欧 拉 
齐 次 图 数 定理 有 
> 37 . 
= 一 2 有 
0 
则 
< 。 2 oF . CE 了 
一 了 = 一 2 一 一 生 一 2 有 
9 写 帮 )0 = - 并 吕 


所 以 式 (4-62) 变 成 


aT_ a d _ 


上 式 表 示 2 有 就 竺 于 这 个 力学 系统 的 机 械 能 损失 率 的 绝对 值 。 
下 面 讨 论 具 有 线性 阻尼 的 多 自由 度 微 振动 系统 。 设 系统 是 平 
稳 的 , 即 约束 方程 都 不 包含 时 间 , 此 时 动能 可 写 为 
T=1 So, Gi (4-17) -| 


ij=l1 


又 设 广义 力 都 是 有 势 的 , 且 


v= 3, Qi (4-37) 


$j=1 、 


箔 散 函数 式 (4-60) 经 变换 成 广义 速度 时 为 
= 二 Yao (4-63) * 
式 中 c;; 大 都 满足 对 称 条 件 - 


Ci 一 C11 
e 98 。 


则 将 已 代 人 式 (4-61) 得 
Ta + owgs + bq) 一 0 (j=1,2,",N) (4-64) 
i=l 


上 式 是 广义 坐标 q1、92、…、gs 的 联 立 微分 方程 组 。 要 解 这 组 方程 
可 令 

0=4ienr (i=1,2,",N) (4-65) 
将 式 (4-65) 代 入 式 (4-6 少 后 成 为 


N 
up tospt 6) d=0 (4-66) 


上 式 成 为 41、, 4，、…、Aw 的 齐 次 线性 联 立 代数 方程 组 ,要 它 存 在 全 
部 的 4; 不 同 为 0 的 解 , 下列 行列 式 的 值 必须 为 0: 
laisp’ + ewspt bis|=0; (4-67) 
将 这 行列 式 展开 后 ， 可 以 得 到 了 的 2N 次 代数 方程 。 现 在 得 到 的 
代数 方程 与 6;; 二 0 得 到 的 频率 方程 的 一 个 重要 区 别 是 式 (4-67) 
的 根 不 再 一 定 是 正 实 根 ， 可 以 有 复数 根 。 当 pi; 是 实数 时 , 得 到 一 
组 实数 比 : 
An1, Axa, Aw 
当 ps 是 一 对 共 较 复 根 ps 二 4 十 1Bi、 Ps 一 一? 时， 得 到 一 对 共 
斩 复 根 比 组 : 
Ais=Pi t+ iQ IT-Pu 一 ;9 (=1.2… N) 
对 于 实 根 2 ,我们 将 式 (4-66) 的 第 一 式 乘 以 4， 第 二 式 乘 以 
ee , 末 一 式 乘 以 4w 然后 相 加 得 到 - 
PTA FIFA HGC) =0 ， : (4-68) 
式 中 人 (4)、F(4),V(4) 表 示 式 (4-16) 的 T 式 (4-37) 的 PV、 式 (4- 
63) 的 也 的 各 9,4 都 代 以 是 标 相同 的 4 而 成 。 由 于 (Gi;)、(6;)、 
(ci 是 实数 对 称 和 矩阵 , 所 以 (4)、F(4)、V (4) 都 是 正 数 @, 于 是 可 


OD 对 于 系统 不 断 碱 少 能 基 的 阻尼 力 ， 卫 是 正定 的 。[ 参 9]233 页 。 


ee 99 。 


以 知道 式 (4-68) 的 实 根 了 一 定 是 负数 , 从 而 对 应 的 解 式 (4-65) 
qi;=Ae-'?!t 
当 1-~>oo 时 ，9i 一 0。 如 果 所 有 式 (4-68) 的 根 都 是 负 实数 ， 那 么 束 
个 系统 并 不 产生 振动 而 将 渐渐 趋 近 于 平衡 位 置 。 
车 p、4 为 复数 , 设 为 4=P+ig, 则 将 式 (4-66) 的 第 一 式 乘 以 
Al 的 共 力 复数 4 第 二 式 乘 以 区 末 一 式 乘 以 Ay, 然后 相 
加 得 
PT(AA) +oF (4A) +V(AA)=0 (4-69) 
27T(AA) =a1dA1d1+ TayyAwAyt oa(Aid4s 二 A142) 十 … 十 = 
=an(PI+OD) + +any (PS+O8) 十 alz[2PiPs 二 
十 2Q192] 十 … 十 = 
一 (auP?+ "" 二 +awwP%+2a1zP1Ps 十 十 ) 十 
十 (ca@i 十 … 十 GawxQ%+2412Q102+ 十 ) 二 
=27(P) +27(0) 
同样 
2F(AA)=2[F(P)+F(Q)], 2V(44)=2[V (P) +V(Q)] 
于 是 式 (4-69) 成 为 
PITP)+TCO I HILF CP +FOI+IVP) +V (QO)J=0 
显然 当 8p 二 a 二 ip 适合 上 式 时 , 5 二 4 一 ip 亦 适合 上 式 。 因 此 : 


p+p=—7 D+F(0) p= P+V (0 
- T(P)+T(Q) T(P) +T (0) 
即 : 


za=_ PP+P(Q) gy pr-V(P)+V(G) 
T(P)+T(O) TB)+T(Q) 


由 上 面 第 一 式 看 出 复数 的 实数 部 分 是 负数 ， 因 此 一 对 复数 根 pF 
将 形成 似 
gs=e-‘"!(b,cospt+ esinpt) (#-70)- 
se。 100。 


的 振动 部 分 , 而 当 t->co 时 有 4 下 0。 


8$4-5 碰撞 问题 的 拉 格 朗 日 方程 


现在 直接 由 拉 格 朗 日 方程 式 (4- 1 来 求 碰撞 问题 的 方程 。 设 
质点 系 为 入 个 自由 度 , 它 的 拉 格 良 日 方程 为 
玫 芝 六 车 =0， (i=b2 ND) (4-12) 
将 上 式 乘 以 dt, 然后 对 人 碰撞 时 间 At 积分 得 
aT\ (97 4 ， _ 
人 民 站 -)- 人 | 5 232741= | Oiat (i=1,2,., N) (4-71) 
37 


0 99; 


1 < 有)- 芝 
39; 9g; 二 9g; 1=0 


当 T= 六 mm 六 时 ,3 一 mo 是 质点 的 动量 ; 当 T 一 去 J@? 时 ,3 


而 


二 J@ 是 动量 斥 。 一 般 情况 下 ， 我 们 称 双 -为 广义 动量 , 以 了 表示 。 又 


知 是 个 有 限量 , 设 它 在 磁 按 时 间 (0,A) 内 , | 加-| 的 最 大 值 为 1。 册 


六 ae 与 ( 产 ) ,一 (车 
比较 为 可 略 。 | QiAt 是 广义 力 8; 对 质点 系 的 广义 冲 量 , 表示 为 


必 ;, 则 式 (4-71) 成 为 
97 _97 
区 | di io 


由 中 值 定理 ， | 区 ai<|， 


| 


-| oa (=1,2,…,N) (4-720) 
0 


或 
2 一 00 一 和 (一 1 2 和) (4-726) 
上 式 就 是 我 们 要 求 的 磁 撞 问题 的 拉 格 朗 日 方程 。 
例 2-15 设 有 一 登 月 舱 着 落 在 斜 山坡 上 ， 以 速度 v: 和 us 与 月 面 碰 擅 ， 
° 101* 


如 图 4-10 所 示 。 如 果 登 月 舱 磁 撞 点 是 
硬 石 块 ， 磁 后 登 月 肥 绕 此 点 转动 。 A 
z 坐标 如 图 示 , x 和 3 轴 水 平 。 求 们 后 腾 
时 的 角 递 度 [ 参 B(a)]。 
解 : 设 谷 月 舱 的 总 质量 为 m, 则 全 
月 舱 的 总 动能 表示 式 为 
CA 
—200yT zy 2oyo:0: 一 2c2ozT2z) 十 ， 


十 坷 加 ( 吗 十 中 十 鸭 ) 


式 中 前 面部 分 为 绕 其 质心 0 的 转动 动能 , 后 面部 分 为 质点 的 平移 动能 。 


其 中 0g'z" 为 过 C 点 的 对 称 面 。 所 以 Is 一 Ii。=0。 磁 前 vo 一 0， 碰 擅 


点 0 对 C 的 坐标 是 到 ,9,z, 共 中 3=0。 因 此 砾 后 质心 速度 “， 


i 了 kk | 
vii onitvak=| 0 9 | 一 (yo: 一 zoy)i 二 50 和 30 
Os ay Os 


本 题 中 ,本 二 6。T 对 wsoy as 的 偏 导 数 为 : 


MEVz1— V0 二 让， 


人 


mfvy]j= 
mLVar— Vs0] = . ; 


i i 、 | ; 
式 中 9 二 广 、b 表 示 没 zz 轴 的 冲 量 , 出 此 产生 对 C 点 的 冲 量 算 为 


i j k 、 
0 了 了 = 一动) 十 动 。 壮 殉 寺 
8. zy 7。 
于 是 另 三 个 转动 碰撞 方程 为 : . 、 
27 尖 
Eh te nt - 
2 : 2 pn 2 
Do: ylyst OT = —y 
即 : os 用 一 Mi[ 一 了 os 一 2o]7 一 5350s 


102 。 


GO 有 一 0 一 EL 一 20 一 Do : 


— yl’s+ Ol’ = 一 zi[gao: 一 zy 一 0zo] 


亦 即 : 
sls mt a)]=— mgvso 
ay (D+ma)} (T+ my) 一 一 50z0 | (a) 
一 oy (了 十 mg 有 十 os( 开 十 mm 天) = mvzo 四 


如 今 应 用 平行 移 轴 公式 , 将 各 工 平行 移 到 0 点 ,并 令 : 
Is=1: m+ 2) Ty=D+ mz, 
I,=1:++my’, Tys= 1 myz 
则 式 (q) 可 和 写 为 : | 
To: 一 一 mmgozo ) 
re 
—@yTys t+, = myV zo 
解 得 : 
一 0zo. 
m(gTys— 21, 
on 


Oz 一 


84-6 含 速度 矢 势 的 拉 格 朗 日 方程 一 一 带电 粒子 在 电 
磁场 中 的 运动 方程 
万 有 引力 场 的 位 能 仅 是 质点 位 置 的 函数 ， 但 是 带电 粒子 在 电 
磁场 中 , 它 的 势 函 数 却 与 粒子 的 速度 有 关 [ 参 7 ]。. , 
| 设 有 包含 速度 的 势 函 数 V (gi, gs, “gy; qi G2, 2 gy; 0), 简 
写 为 VCg,5 起。 如 果 广 义 力 8; 可 写 为 . .| 
_a/gV oaV 
， 2- 到 二 a7 
则 拉 格 朗 日 方程 式 (4-10) 可 写成 


2 人 a7 六 37 ad ( or)- B27... 
dt\99;/ 2g; di\99;/ dg; 


(4-73) 


,9 103。 


令 志 = 了 一 六 则 上 式 仍 化 成 拉 格 朗 旦 方程 式 (4-14) 


77 (14) 


在 电场 强度 为 已 ,磁场 强 认为 是 的 电磁 场 中 , 有 下 面 四 个 场 方 
程 联系 着 (马克 斯 韦 尔 电磁 场 方 程 ) (Maxwell’s electromagnetic 


field equations)， 


L9P 47， 

13H _ 
curlE+ oe dr=0 (4-75) 
divE=4xp (4-76) 
divH=0 (4-77) 


式 中 Pp 是 产生 电场 忆 的 电 共 密 度 ，j 是 电流 密度 。 由 于 式 (4-77)， 
可 令 

H=curlA (4-78) 
式 中 A 称 为 矢量 势 (Vector potential)。 将 上 式 代 入 式 (4-75) 得 


curl(E + 二 营 )=。 
于 是 可 令 


134_ _ 
E+ 二 第 = 一 Ww ~ (479) 


因 标 势 六 有 VV=gradV 和 curlgrad V=0. 
在 上 述 电 磁场 中 带电 荷 e 的 粒子 , 如 果 它 的 速度 为 2, 那么 电 
磁场 对 于 它 的 作用 力 为 


F=eB+ ew xH (4-80) 


这 力 称 为 洛 伦 区 (Lorentz) 力 。 将 式 (4-78) 的 及 和 式 (4-79) 的 开 
代入 上 式 得 
、 (04， 


Pe , 
p= WW tiox (yxA) | (附录 IV) 


=d| 一 yr 一 上 给 +3iv(2: 及 一 v.VA | (4-81) 


dA 34 34dz 3Ady, 9A ds _ 9A 
Htsantmath a ntevA 


所 以 式 (4-81) 又 可 改写 为 
1 4 人 


SS 1 . -~ 
F=o| -vw itav 4)| (4-82) 


上 式 的 z+ 分 量 为 


-el -8 _ dd 19 (wv. 
Ps 中 dr 5 二 4 | 


如 令 
U=eV 一 也 vA (4-83) 
则 
a /oaU aUv a @ oar 6 9 Ly 
其 吉 )- 要 -= 其-44)-[e 部 一 了 总 (0 及 | 
对 于 欠 z 分 量 有 与 上 式 相 类 似 的 表示 式 。 因 此 带电 粒子 在 电磁 场 
中 的 拉 格 朗 日 函数 工 可 用 下 式 表 示 : 


工 一 了 一 cy 十 二 中信 (4-84) 


式 中 7 为 标 势 , 4 为 矢 势 , 了 为 带电 粒子 的 动能 。 


。 705 


(二 ) 哈密 顿 正则 方程 一 一 广义 动量 式 
动力 学 方程 
8 4-7 ”哈密 顿 正则 方程 的 推导 
我 们 在 上 流 的 珊 检 问题 中 ， 扣 出 了 一 个 生 要 的 定义 一 广义 
动量 2 : 
2 = 站 或 7; -好 : (4-85) 
因为 =T 一 了 ,而 V7 不 是 广义 速度 9 的 函数 。 
由 式 (4-15), 是 广义 速度 5 的 二 次 函数 ,所 以 


37 _ 己 
pb;= = >igGet bi (i=1,2,.", N) (4-86) 
9g; Pr -, ， 


下 面 证 明 上 式 4 的 系数 行列 式 不 等 于 0 


je #0 
可 丰采 用 让 若 lax|=0, 风 
Deg,=0 o- ， 
有 不 全 竺 于 0 的 4 解 , 但 是 
37， 六 
3 
根据 欧 拉 卉 次 函数 定理 有 
2 SG, = Fendig 
i=1 t+! tml b=l 


。106， 


所 以 当 1exi1 =0 时 , 有 一 组 不 全 为 零 的 (G1, go ,87 使 四 一 0。 但 
是 T; 总 是 正 的 @, 只 有 在 各 6; 都 等 于 零 的 情况 下 ， 才 等 于 零 。 由 
此 可 知 ]|awi| 关 0, 于 是 我 们 可 由 式 (4-86) 解 出 gi(k=1, 2,…, N)， 

Gs= f(gi, qe, 7, Qn; pis pes ***, Pn; t) KF=1,2,°"*, N) (4-87) 


我 们 知道 拉 格 朗 日 函数 为 
N ~» 
L=T—V= Sag SbiG:+ co—V (gi, go gy) = 
. ， ik tel 1, - : . 


=L(g, g, 1t) 
式 中 ax.5i、c 可 能 是 (1,9) 的 函数 。 

设 各 4; 和 2 都 产生 变 分 8gr 和 69,, 那么 函数 工 (g, 9 t) 也 将 
得 到 一 个 变 分 如 下 : 


~ 


6L= Ta +2 训 60; (4-88) 


现在 引入 的 变 分 5 符号 , 它 是 个 无 限 小 增 量 , 它 的 数学 性 质 和 微分 
?类 似 ,但 是 有 个 重要 差别 是 它 的 变更 无 需 径 过 时 间 。 例 如 万 人 
(的 分 应 该 写 为 


dL= 过 总 了 Za + 计时 + 路 - (4-89) 
将 式 (4-88) 与 (4-89) 比 较 ,看 出 红 不 包含 时 间 {的 变化 项 , "因此 
变 分 在 力学 上 的 性 质 与 虚 位 移 相 同 , 而 采用 同一 符号 。， ， 
应 用 恒等式 
a7 - 
364.=6( Hd )- > 5 (站 好 ) (4 0 
式 (4-88) 可 改写 为 


@ 因为 2 是 系统 的 不 平稳 约束 被 “凝固 "时 的 动能 。 四 
e IO07。 


外 三 入 人 有 D= 一 王 引 2246( 关 ) -9D 
但 从 拉 格 朗 日 方程 式 (4-14) 有 
9g; a 35 
于 是 式 (4-91) 可 写成 
AS -1)=—5 pg,+ 之 9i627， (4-92) 
本 数 本 0 二 和 一 荆 是 变数 (9, 9,) 的 函数 ， 将 所 有 9 全 部 用 式 (4-87) 
代 换 成 卫 , 这 样 得 到 一 个 (gq, 9， DO 即 有 
H(gq, p, t) = (SF 之 于 0207- -z),,, (4-93) 
于 是 五 的 变 分 为 | 
61= D6, + 6p, 


比较 上 式 与 式 (4-92) 中 6q; 和 6p; 的 系数 ,得 : 


dg 39H d2 _9H ?== nee 一 
7 ($=1,2,., N) (4-94) 


上 式 就 是 我 们 要 求 的 保守 系统 的 哈密 顿 方程 ， 称 为 正则 方程 


(Canonical equation)。 
如 果 力学 系统 的 广义 力 含有 保守 力 一 5- 和 非 保守 力 @, 两 部 


分 , 那么 这 力学 系统 的 拉 格 朗 日 方程 可 写 为 
2 


即 
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经 过 同样 的 推导 , 可 以 得 到 非 保守 系统 的 正则 方程 : 


dq oH dp Hyg, 1 9, - 
oat Di at 一 21 (t 1, 2， ,VN) (4 95) 


虽然 式 (4-95) 适 用 的 范围 比 式 (4-99) 更 广 ， 但 是 它 丧 失 了 式 
(4-94) 所 特有 的 对 称 形式 。 这 对 称 性 是 正则 方程 在 力学 理论 上 研 
究 能 得 成 功 的 重要 特征 。 

现在 来 看 哈密 顿 函 数 互 的 力学 意义 ; 

加 
L=7—y=7T,+T,+To~V 
将 荆 依 §G 的 二 次 齐 函数 志 2z、 一 次 齐 函数 二 、 0 次 齐 函 数 5 分解， 
则 
L=L,+L+Lo 
所 以 : 
Ls=T,, Li=T, Lo=To—V 
应 用 欧 拉 齐 次 函数 定理 
~=2Ls+1:Li+0:Lo=2L:+L 
所 以 
H=(3 5)=2Lt I (lat LitL) = 
=Ls—Lo=T,—TDo+V (4-96) 
由 上 式 可 见 , 万 一 般 就 是 广义 能 量 表达 式 。 
对 于 平稳 力学 系统 , 动能 了 一 Ta, 7。=0, 所 以 式 (4-96) 简 化 成 - 
H=T+V (4-97) 
所 以 对 于 平稳 系统 , 哈密 顿 函 数 就 是 质点 的 机 械 能 表达 式 。 
当然 我 们 可 以 利用 正则 方程 式 (4-94) [或 (4-95)] 来 推导 一 个 
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力学 问题 的 动力 学 方程 ,然后 解 这 个 力学 问题 。 应 用 时 , 首先 要 应 
用 式 (4-96) [或 (4-97) ] 求 出 互 函 数 ， 而 且 我 们 在 用 正则 方程 以 前 


必须 把 7 用 广义 动量 了 表示 , 否则 无 法 求 出 37。 可 是 从 力学 问题 


求 得 的 动能 表示 式 总 是 为 各 广义 速度 4; 的 函数 , 因此 , 求 得 了 卫 ， 
还 需要 从 式 (4-88) 解 联 立 方程 得 到 各 G4; 用 p1、 ps、…、Pw 表示 的 表 
示 式 ,再 代入 瓦 函数 中 去 , 化 成 豆 (9, 2, i)。 只 有 这 样 的 五 函数 ， 才 
能 用 正则 方程 来 推导 所 求 力学 问题 的 动力 学 方程 。 由 此 看 来 ， 用 
哈密 顿 正则 方程 来 建立 动力 学 方程 比 用 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 麻烦 
多 了 。 但 是 正则 方程 有 另 一 方面 的 优点 ， 尤 其 是 进行 理论 性 方面 
的 研究 。 

对 于 一 个 玉 自 由 度 的 完整 系统 来 说 ， 拉 格 朗 日 方程 是 丸 个 9 
Gi 二 1,2,…, 为) 的 入 个 二 阶 微 分 方程 组 ， 而 正则 方程 是 2N 个 变 
数 (gi, 92，,… gy; Di Ps,…, Pw) 的 2N 个 一 阶 微分 方程 组 ， 两 者 都 只 
适用 于 完整 系统 。 正 则 方程 对 于 保守 系统 有 重要 应 用 ， 下 面 是 从 
正则 方程 比 拉 格 庚 日 方程 更 优越 的 情况 加 以 讨论 。 


$4-8 用 相 空 间 来 研究 完整 系统 的 力学 问题 

从 式 (4-94) 看 出 , 正则 方程 对 于 一 对 变数 4g;、p; 有 明显 的 对 称 
性 , 虽然 有 一 个 负 号 的 差别 , 但 是 这 是 显露 了 力学 问题 的 一 个 重要 
特性 。 因 此 我 们 称 qi; 7; 这 一 对 变数 为 共 轿 动力 学 变数 《Conjug- 
ate dynamical variables)。 这 样 以 2N 个 变数 (gi, gs,…, qx; Pr 
Pz,…; Px) 组 成 的 空间 , 称 为 相 空间 (Phase space)。 由 于 对 整个 
力学 系统 的 运动 可 用 这 2X 个 变数 来 描述 ， 所 以 我 们 可 以 用 相 空 
间 中 一 点 来 天 示 某 力学 系统 的 运动 状态 。 这 个 点 称 为 代表 点 
(Representative point)。 当 时 间 变 化 时 , 由 于 质点 系 运动 , 这 个 动 
点 也 在 相 空间 中 运动 , 它 在 相 空间 中 描画 出 的 一 条 曲线 称 为 相 迹 。 
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这 个 昌 线 方程 应 用 式 (4-94) 可 以 写成 


dd ,dy dd -or 
3 3 a 8 I" a (49) 
gp oops Opy 941 og glw 
把 上 式 中 的 9.2 用 统一 符号 zy 表示, 则 上 式 在 数学 上 等 同 于 
U1 U2 Mn = _ 
= 和 = (m=2N) (4-99) 


式 中 XX 二 XX, (21, Yo, Ym) t)。 

除非 这 个 力学 系统 的 运动 方程 是 可 以 变数 分 离 的 ( 详 见 后 
面 ), 否则 要 在 二 维 空间 的 纸 上 ， 作 出 完满 的 多 维 相 空间 曲线 是 没 
有 办 法 的 。 但 是 一 个 自由 度 的 力学 系统 2 三 2， 正 好 可 以 完全 夯 
出 。 所 以 非 线性 振动 理论 中 , 对 于 一 个 自由 度 的 振动 系统 , 相 平面 
得 到 了 很 成 功 的 应 用 , 因为 这 时 相 迹 方程 式 (4-98) 成 为 


dd7 
更 aH (100 
97 9g 


3H 0 9 1 | 可 如 下 

当 本 7 0, $90 时 ,上 式 可 改写 为 

| aH , ,32H, 

B71 gp ?=0 

对 平稳 系统 五 不 显 含 t, 所 以 

=idgt dp=0 
积分 上 式 得 . 
H(g,7)=0 (4-101) 
所 以 一 个 自由 度 的 保守 系统 ， 它 的 相 迹 可 由 哈密 顿 函数 令 它 等 于 
常量 得 到 。 上 
如 果 37 =0, 35 = 0, 则 在 相 空 间 中 同时 适合 这 两 式 的 点 不 存 
在 ,这 些 点 称 为 奇 点 。 现 在 以 前 面 曾 讨论 过 的 单 摆 为 例 , 作为 二 维 
ee 


相 空 间 的 一 个 应 用 。 
. 例 4-9 求 用 纲 村 悬挂 的 草 摆 的 相 迹 [ 参 3(4)]。 


T=—Fmlp, V=—mgleosy 


以 gqg=9, 则 
p= my 
29 
所 以 
H= ea —mgleosp=mgln 
或 


P=+tV Em LV eptn ， (a) 


著 7 过 一 1， 那 么 2 成 虚数 ， 这 种 情况 只 有 质点 知 脱离 了 细 杆 的 约束 才 有 可 
能 , 所 以 D7 二 一 1 不 存在 相 述 。 现 在 以 7 自 一 1 增 大 加 以 讨论 。 

(1) 7 一 一 1 只 存在 eosp=1 一 种 情况 ,此 时 2 一 0 所 以 p= 二 0, 土 2x、 
士 4r、… 是 平衡 点 。 在 要 平面 中 是 涡 点 。 

(2) 一 1<7<< 一 1 十 67 ”67 系 微小 值 , 所 以 9 很 小 ， 此 时 式 (2-39) 成 为 


只 8 十 时 一 0， 所 以 g 一 wocosA/ 生 :在 平衡 点 附近 作 简 谐振 


pz=mlg= 一 mpgpo/ 了 sinv/ 3 
将 这 两 式 平方 并 用 coszV 了 1 二 sinsA/ 了: 一 1 消去 ， 得 相连 为 
mgm tp ! 
所 以 相 迹 是 包 团 平衡 点 的 一 些 椭 回 。 

(3) 一 1<7<1 对 于 这 区 闻 内 任意 常数 ?的 相 迹 ;可 由 式 (o) 在 区 间 
jeosp1< 7 算得 为 一 包围 上 述 酉 圆 的 一 条 封闭 曲线 。 所 以 质点 以 平衡 点 为 
对 称 点 作 往复 运动 , 如 图 4-11 中 的 曲线 Cr。 

(47 ?二 LE 由 式 (9)， 
- p=iVT mb VYVITp + 2m1l2 了 cos 本 
。 了 12 。 
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所 以 相 迹 是 一 条 号 的 余弦 的 曲线 ， 如 图 中 曲线 0;。 它 与 =0 的 交点 p= 


一 士 T、 士 3r、… 称 为 鞍点 (Saddle point)。 
(5) nm 之 1 应 用 式 (@) 可 作出 曲线 C,， 它 表示 质点 绕 悬 点 作 旋转 运动 。 
2 越 大 , 曲线 越 远 离 p 轴 。 本 题 奇 点 位 置 外 


2 也- 2 -0 232, in 一 
站 2p "9! sing 0 


解 得 奇 点 (9 二 土 nz, p= 二 0)。 

了 =0; 9g 二 0, 土 27, 土 4z，… 的 奇 点 是 涡 点 。 

P=0; 9 一 土 了 7、 士 3r… 的 奇 点 是 鞍点 , 如 (4) 所 述 。 

由 于 了 = 二 mL28， 所 以 相 平面 也 可 以 用 (g，9) 天 示 。 对 于 质点 作 直 线 运 
动 , p 二 mz, 则 相 平面 可 以 用 (z, 2) 表 示 。 关 于 相 平 面 中 奇 点 的 类 型 参看 附录 


非 保守 系统 的 相 迹 图 , 需要 应 用 式 (4-95), 求 得 相 迹 曲线 方程 为 . 


-到 dp _ 
3 oH ro (710%) 
2n 9g 


效 生 -0 和 -人 +0=0 是 奇 点 。 

例 4-10 求 悬挂 刚 杆 的 质量 可 以 略 去 不 计 而 具有 阻力 一 kl 的 昔 摆 的 
相 迹 图 。 

解 ， 由 例 4-10 知 式 (4-102) 的 玉 和 4@ 应 为 ， 


Hu =-P mgleosy 
2m1l? 
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@= 一 by 


故 正则 方程 为 : 
= P= mlsing—bl’y 
令 A 
则 : 
地 = 一 了 sing—7y——asing—by ， 
dp 


现在 用 利 纳 德 (Liénard) 作 图 法 来 画 出 本 题 的 相 迹 [ 参 1 各。 


dy osingtby (a) 
dg y 


在 (y, 9) 平 面 上 作曲 线 asing 十 by 二 0， 如 图 4-12 所 示 ， 在 (4 9) 平面 上 任 
一 点 村 (y, 9) 作 MD 垂直 于 9 轴 ， 交 9 轴 于 轧 交 曲 线 于 D。 则 MB=y， 
BD -sing, MD =y+ 了 sinp。 在 p 轴 上 截 BF 一 bMD =byta sin Wi 
则 - 
MB 9 

Er 到 上 asing 

在 性 点 作用 的 重 线 用 ML', 则 有 LM' 的 斜率 为 


启 0 = 


图 4-~12 


TI4 


ay 1 __osingt+by 

ao tg0 y 
在 整个 (9, 引 平 面 上 和 作 许 多 微 段 , 而 用 曲线 与 缴 线 段 相 切 ， 可 得 相 迹 曲线 , 如 
图 4-13 所 示 。 


图 4-13 


奇 点 位 置 : ， 
9H Pp 0. 98 ,0 mos 
dp ™ ml =Yy=0;. 7 十 9 ml (asing-+by) 


扬 以 9 二 0，sing 二 0， 为 奇 点 位 置 决 定 条件 。 现 在 y=0; p=0， 圭 27， 
土 4x… 的 奇 点 称 为 焦点 (Focus)， 这 是 稳定 点 。 而 y=03. 9 士 3 
仍 是 鞍点 , 这 是 不 稳定 点 。 


$ 4-9 ”正则 方程 在 统计 力学 中 的 应 用 一 一 
刘 维 (Tiouviile) 定 理 
统计 力学 的 研究 对 象 ， 是 一 大 群 分 子 和 其 它 它 粒 子 等 微观 客体 
的 集团 。 一 立方 厘米 气体 在 标准 状态 就 有 约 2.68x 10! 个 分 子 ， 
它们 在 一 秒 钟 内 要 碰撞 约 102 次 ,所 以 我 们 没有 力量 研究 个 别 分 
子 的 运动 。 另 一 方面 , 热力 学 中 的 宏观 量 如 密度 .内 能 、 压 强 和 温 
度 等 , 其 本 身 即 是 微观 量 的 统计 平均 ， 客 观 上 需要 来 用 统计 方法 。 
所 以 经 典 统计 力学 就 要 利用 分 析 动 力学 的 知识 来 研究 大 群 分 子 和 
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原子 的 运动 。 
| . 设 有 一 大 群 单 原子 分 子 ， 每 个 分 子 有 三 个 坐标 vi、yi、z; 和 三 

个 动量 pai 二 mbi、Pys 一 Mi、Pzi 二 miZi。 所 以 每 一 个 分 子 在 六 维 
的 相 空间 中 有 一 个 代表 点 。 由 于 分 子 的 数目 很 多 ， 又 在 不 断 地 运 
动 ,因此 ,我们 可 以 把 它们 在 相 空 间 中 的 代表 点 ， 看 成 像 流体 一 样 
均匀 地 分 布 在 整个 六 维 相 空 间 [ 参 '8]。 设 某 代 表 点 在 相 空 间 的 位 
置 矢 为 

?一 901e! 十 42ez 十 gaes 十 ?1e@4 十 22e5 十 ?ses 

式 中 e; 是 六 维 正 交 坐 标 系 的 沿 坐 标 轴 的 单位 矢量。 那 末 代表 点 
的 相 速 度 为 
ddie! + 20, + de, + ete, + 2@s + spe, 


仿照 三 维 空间 散 度 (Divergence) 的 定义 
divo= 2 tt 


‘9y ER 
对 六 维 的 相 空 间 杰 有 


dr\ 9 dg, 9 dg 9 dgs 9 di， 
div( 和 于 )= 3 dt Tag at tag, dt tapr dt + 


9 gs 93 dps - 
9p。 at tap at (4-103) 


由 正则 方程 


所 以 1 
-3 dg 9 9 9 (98\) ,9 (oN -104 
dqs.dit gp: dt 区) | ) 0 (4 9 

于 是 式 (4-103) 成 为 | 

div( 于 生 )= 0 (4-105) 
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在 流体 力学 中 , divw =0 表示 流体 是 不 可 压缩 的 , 也 就 是 流体 
的 密度 到 处 不 变 。 同 理 式 (4-105) 表示 ; 

相 空间 中 ， 系 综 的 ” 率 密度 在 运动 中 保持 不 变 。 这 就 是 刘 维 
定理 。 或 叙述 为 : 

相 空间 的 体积 元 在 按照 正则 方程 运动 时 , 保持 不 变 。 

在 经 典 统计 力学 中 ， 刘 维 定理 是 个 基本 定理 。 例 如 在 求 马 斯 
斯 威 尔 理想 气体 的 分 子 速度 分 布 定 理 时 ， 就 要 以 它 为 基础 。 这 个 
定理 尚 有 其 它 不 同 观 点 的 证 明 。 

这 结论 对 双 原 子 分 子 也 成 立 。 因 为 除了 如 图 4-14 的 z 轴 ， 

Js=0 外 ,J 和 0,J, 志 0, 因 此 , 绕 y 轴 和 2 轴 的 角度 的 广义 坐标 9， 
和 8, 以 及 它 的 广义 动量 ps 和 ps 的 存在 ， 所 以 (@ ?4) 和 (@,, pe) 
也 使 式 (4-104) 成 立 , 因而 在 2N=10 维 相 空间 中 , 这 定理 成 立 。 


图 4-14 


8 4-10 ”用 正则 方程 求 扰动 方程 一 一 运动 稳定 性 问题 
在 正则 方程 式 (4-94) 中 ， 以 zi, Ya、 “"y XYy 表示 广义 坐标 qi、 
gov gw 以 Zwtis Tn+t2as""、X2n 表示 广义 动量 D1、 ps、***、Pywo 令 
2N = 二 m, 则 统一 型 式 可 写成 


他 一 KG to mb) n=1,2, Mn) (4-1060) 


e。 II7。 


如 以 多 维 矢量 表示 z= {zi X2， 的 » Cm; t}, X= 《下 < ;Xm} 
和 成 ;一 习 ,(ziy za 2 那 未 式 

《4-1060) 便 可 缩写 成 . 
| j= ~ (4-1065) 
这 种 型 式 的 微分 方程 在 数学 二 容易 作 一 般 性 讨论 ， 可 视 其 为 研究 
的 标准 型 式 ,而 正则 方程 正 具备 这 种 型 式 的 优点 。 当然 , 将 拉 格 妆 
日 方程 进一步 变化 , 也 可 以 得 到 这 样 的 型 式 。 我 们 从 式 (4-15) ,得 
动能 为 


0d hd 人 


潮 放 沁 站 位 15t 四 
式 中 国生 ci DAe 是 (qi, ga, gx 有 二 人 人 ) 的 函数 ， 代 入 式 
4109™ . 中 
可 得 ， 

Zajrds=Y;(g, 9, t) GG=1,2,., N) (4-107) 
自 上 式 解 出 

Gz= Zi(9, 4, t) (k=1,2,.…, N) (4-108) 


令 全 一 2w+b 则 亦 可 化 成 一 阶 微分 方程 组 : 

pg 有 2 ,| | = 1, 2 N) (4-109) 
一 般 从 式 (4- 107) 解 名 (b=1， 2,: pv WD) 的 联 立 方 和 的 计算 工 
作 量 与 正则 方程 必须 把 所 (gg, 4) 改 写成 及 (4, 2 切 时 ,要 由 式 (4- 
86) 解 出 jp 为 9 的 函数 的 计算 工作 量 大 致 差 不 多。 不 过 直接 利用 
正则 方程 , 就 可 以 得 到 形式 上 的 优点 。 现 在 举 出 三 个 例子 ,来 说 明 
这 种 形式 的 优点 , 在 本 节 先 说 明 在 研究 运动 稳定 性 方面 的 应 用 。 
ea 了 18 。 


在 式 (4-1060) 中 ，5 、 呈 we、 呈 全 是 代表 点 在 相 空 间 中 的 


速度 , 它 与 相 轨 迹 相 切 ， 当 XX, 包含 i 时， 就 表示 这 些 切线 是 随 着 
时 间 变 化 的 。 如 果 各 XX; 都 不 含 #， 那 来 这 些 切线 方向 是 恒定 的 ， 
相 迹 也 是 固定 的 。 我 们 称 这 种 系统 为 自治 系统 (Autonomous 
System ) 。 
设 我 们 自 式 (4- 1064) 解 出 一 组 特 解 

z=f;,(t) (=1, 2,.,2N) | (4-110) 
这 特 解 满 足 起 始 条 件 ， 当 t=to 上 时 

Yeo) =fi (to) (i=1,2,.,2N) 
如 果 这 个 力学 系统 得 到 外 界 的 扰动 ， 这 相当 于 改变 .了 初始 条 件 : 
ti 一 加 时 


Ti0™— Vio %i0 (=1,2, ‘2N) (4-111) 
与 初始 条 件 相 应 的 解 为 
Bi;=f(t)=7; + 8 (4-112) 


如 果 对 于 无 论 如 何 小 的 正 数 e 汪 0， 我 们 总 可 以 找到 男 一 个 正 数 
ICe) 过 0, 使 得 条 件 
[zi0—Ziol < 了 (i=1,2,.", 2N) 
成 并 后 , 在 一 切 时 间 之 加 
. |f (1) ~—f(t) Se 
都 能 成 立 , 那 末 解 式 (4-110) 所 代表 的 运动 称 为 是 稳定 的 。 
将 式 (4-112) 代 入 式 (4-106) 得 


Ast = (V1 2 十 22。 on zony 6) 


(1f=1,2,.,2N) (4-113) 
于 是 得 
Xia tht), s2tfat), ,sant fos(t); 4]— 


。TT9 。 


-XLf(t), f(t), “0 fen(t)] 
以 Zi (zu za … za 四 代表 上 式 有 方 , 则 得 偏差 方 各 


dg (zz cmt) (C=1,2,,2N) (4-114) 


我 们 看 出 , 偏差 方程 与 被 扰动 的 方程 ( 式 4-1064) 同 是 标准 形式 。 
假定 式 (4-1064) 中 , 各 碟 ; 为 所 zi za ;war 的 实 函 数 , 在 定 
义 域 
i 之 to，|zi| 记 4 (4 为 正常 数 ) 
内 可 展开 成 升 竺 级 数 ( 即 互 , 是 解析 函数 )， 那么 式 (4-11 人 可 写成 


2N 
Se Djas Gy 十 DLPi2P1222 2 CG =1, 2…,2N) 
y=1 j 


Mi 十 mo 十 十 Mw 之 1 
式 中 Pij 的 第 一 足 标 是 属于 ; 式 ， 第 二 足 标 表示 随 各 指数 而 异 @。 
如 果 我 们 略 去 上 式 布 边 的 第 二 项 ( 即 非 线性 项 )， 那 末 我 们 就 得 到 
第 一 次 近似 的 扰动 方程 


dz; Sla,z, (i=1,2,.,2N) (4-115) 


对 于 自治 系统 , ci 与 时 间 无 关 。 设 z;==cie*! 为 上 式 的 解 ， 代 
入 上 式 , 经 整理 后 得 ; 
(au—NDertascst et amem= 0 
421C1 十 (dz 一 人 Ca 十 … 十 Gamcmn 一 0 (4-116) 
CnmiC1 十 GomzCz 十 …，。 Do -0 


上 式 有 ol es eg，…、 en 一 组 不 完全 为 零 解 的 条 件 是 


四 参看 页 M， 巴巴 科 夫 ,< 振动 理论 >, 495 页 
* 120.. 


0 一 4 qa Qim 


Qa1 ass 一 4 (om 
D(A) = 一 一 0 
IQm1 Um Co A 


凸 式 与 外 期 方程 式 (3-6) 形 式 相同 , 上 只 是 i 与 ii 不 一 定 相等 , 而 
且 ay 可 正 可 负 ， 随 力学 问题 的 内 容 而 定 。 式 (4-116) 称 为 特征 方 
程 , 这 样 得 到 的 根 4 不 一 定 是 实数 , 也 可 能 是 复数 根 。 

下 面 研 究 关 于 加 型 限制 三 体 问题 的 一 个 稳定 性 判别 问题 ， 来 
说 明 如 何 应 用 上 述 方 法 解决 实际 稳定 性 问题 [ 参 9(o) ]。 所 谓 贺 
型 限制 三 体 问 题 是 质量 为 mi、 ms 的 4、B 两 个 质点 , 绕 它 们 的 公共 
质心 G 作 圆 运动 。 另 一 个 质量 为 吧 远 比 mm ms 为 小 的 质点 P, 在 
上 述 两 个 质点 的 万 有 引力 场 中 运动 ， 如 图 4-15 所 示 。 由 于 名 很 


图 4-18 
小 ， 所 以 后 者 的 运动 不 会 影响 前 两 考 的 圆 运 动 。 限 制 三 体 问题 就 
是 研究 小 质量 质点 卫 的 运动 。 
4 了 3 两 质点 的 角速度 w 由 开 普 勒 (Kepler) 第 三 定律 决定 ， 为 


2 一 0 让; 1 一 4 


公共 质心 G 的 位 置 由 w+28= 和 w:2 王 ma:il 得 到 : 
m2 7 ~ i 
mi 十 M2 ? mt m, 


0 一 
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我 们 采用 随 4、B 两 质点 转动 的 坐标 系 (Gzg)， 相 当 于 式 (4-31) 的 


(z', g) 坐 标 系 。 由 式 (4-32), 可 知 动能 为 
T=5mL (一 go)? 十 (上 za)?] 
位 能 为 


Ve Ymm ymam 


了 8 
式 中 : 

r= (z+a) ty s=(r—b)’+y 
略 去 常数 因子 m, 则 拉 格 朗 日 范 数 可 写 为 


也 一 到 他 这) To(zy 一 J 增 十 二? (x? 二 +y’) 十 


则 : 


_ 3 
Pa 


py=Y+ Or 
哈密 顿 国 数 为 


= 十 仿 ) 一方 Of (7? + ) 一 二 一 二 一 


一 于 [ze 十 yo) 2+ (py—x0) +yU 


(4-117) 


(4-118) 


由 式 (4-117) 的 这 个 工 函 数 , 已 经 可 以 应 用 拉 格 朗 日 方程 导出 
所 需要 的 运动 方程 , 不 过 为 了 说 明 应 用 正则 方程 的 方法 , 所 以 采用 


下 法 。 
式 中 
一 ?下 = 加 一 一 言 (2 十 扩 ) 0 + 


* 122。 


即 


mM» 
一 一 -一 和 一 一 -一 4-119 
(2—0)’: 十 2 ) 


将 式 (4-118) 代 入 正则 方程 : 


dxz_oH dy_9H 
Ut dpz’ Ut gg 


dps _ _9H dp _ _9H 


. df 97’ df oy 
得 ; 
d= pr--y0, Y= Py— 
dpr a _ 
却 = 十 (py 一 ZO)O0 元 (4-120) 
dpy _ | aU 
和 一 (pz 十 JO)O yy 


动 平衡 点 @ 的 位 置 由 下 面 两 式 的 根 决定 ; 


aU mi 十 7 mi(lzi+a) mr—b) _, 
一 a 3 5 =0 
ax ? a § 
(4-121) 
9U = 人 二 Mm 2 ) 0 
9y 1 TS sy 
令 
p= (4-122) 
则 式 (4-121) 可 写成 : 
oaU ) ni 
Bx fh 点 十 一 
(4-123) 
_30 _ py-0 
9y Y 


@ 这 是 相对 于 转动 坐标 系 的 平衡 点 ， 工 程 上 有 动 平衡 (Dynamics eqnilibr- 
ium) 这 个 术语 。 
。 123。 


从 上 面 第 二 式 , 肯定 有 两 种 可 能 : 
(1) y= 0, 这 动 平衡 点 在 x 轴 上 共有 三 点 , 它 的 位 置 # 可 由 式 
(4-123) 的 第 一 式 求 得 。 这 三 点 都 是 不 稳定 的 , 本 书 不 予 讨论 。 
(2) B=0, 则 出 式 (4-122) 容 易 看 出 , 1=7 = s 是 适合 的 一 点 。 
所 以 此 时 有 两 个 动 平衡 点 ， 这 两 点 与 4、B 成 等 边 三 角形 ， 如 苹 
4-16 上 位 置 C.D 两 点 。 这 两 点 的 坐标 很 容易 从 图 上 算得 为 : 


Co 了 M3 廊 )= (zo, go) 


n+- Mo 


p(T 本 V3)= Go 一 go) 
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图 4-16 


假定 现在 质点 在 相 空 间 中 的 代表 点 (z, y，pz， 2 ) 的 位置 发 生 微 小 
变动 ,而 有 (x 十 1, 9 十 62, 2 十 Es Py 十 54), 则 变动 后 的 式 (2~ 137) 式 


成 为 ; 
人 (2z 十 本) 一 下 十 名 十 多 二 外)a 


YTE) -pt (e+é)o 


pt) = p16) 0- (+6) 0 ry 


。124 。 


d _ ED 2 yo0 
天 (人 二) 二 一 (pr 63) (yté2) 0 YF HE) 


人 =0@62+ és a 


二 


= 一 0O6 十 E 
(4-124) 


de perewo vy U0 30 
= OE ye Es | 
Ce _ aU _ 9 
8 一 oo 07 | 


内 5 和 5 是 微量 ,所 以 V(x 十 如 ,9 十 52) 的 偏 导 数 可 在 0U (zx, 的 
偏 导数 附近 用 素 勒 级 数 展开 , 并 且 扣 小 得 可 以 略 去 高 次 项 。 因 此 : 


Tt 和 几 


0 


令 : 
0 ， GU, FU 
dx °° grody ”3983 
所 以 : 
FE) Dr A Bh 
30 
FT 
将 上 面 两 式 代 入 式 (4-124), 可 得 特征 方程 
| 一 4 O 1 0 
一 和 一 人 4 0 1 0 
一 ?4 一 0 —yB 一 4 [2 
i—7B —y0C—0 一 ao 一 4 
展开 后 得 


。 JTJ25。 


4 十 人 2[4o2z 十 ?7 (4 十 CD] 十 ?2(4C 一 B2) =0 (4-125) 
从 式 (4-121) 式 , 可 作出 的 二 阶 偏 导 数 如 下 ; 
2 站 2 
20 -6 + st) 十 3ma & b) 


_9U 3m(rtay, 3m(r—b)y 
az3y 7 | 85 


一 325- 3 Sm 
= 8 


现在 讨论 质点 在 点 随 近 的 和 定性。 则 因 在 C 有 ro= so= 
所 以 自 式 (4-122) 有 po= 0。 于 是 令 


xz0 一 人 2 一 2 ! 和 yo= VS 


7 十 和 2 
则 
aU aU _ 3 (mi+ m2) 
A410= Gr 7) + ), = 1 
所 以 
40° + (A+0) = 
和 


A:0—B= (全 Ce) (em )- 
— ?_ 27mims 
中 47° 
这 样 , 式 (4-125) 成 为 
27 y? 
FU A 2 十 学 y i -0 
上 和 式 对 公有 负 实 根 的 条 件 是 
y (m+ m2) 27 ym im 
CF) 一 人 人 人 二 >。 


即 
。 26。， 


(2) —25(2-) +1>0 (4-126) 


ms 

上 式 满足 时 ，C 点 的 平衡 在 一 阶 近似 内 是 稳定 的 。 假 定 mw 之 mz 
则 当 (加 )>24.96 时 , 条 件 式 (4-126) 满足 。 此 时 C、D 两 点 都 是 
一 阶 稳定 的 。 这 五 个 动 平衡 点 是 拉 格 朗 日 在 1772 年 提出 来 的 , 盖 
尔 登 (Gylden) (1884 年 ) 曾 证 明 在 适合 上 述 质量 比 的 情况 下 , 环线 
C 和 号 有 无 限 小 的 周期 性 轨道 的 存在 。 温 特 纳 (Wintner) (1941 
年 ) 曾 证 明 等 边 三 角形 平衡 点 的 一 阶 稳定 性 是 由 于 对 转动 系统 的 
偏离 运动 方程 存在 哥 氏 惯性 力 的 缘故 [ 参 19]。 太 阳 和 任 一 行星 的 
质量 比 都 附 合 上 述 质量 比 的 条 件 , 十 九 世 纪 发 现 了 与 木星 ,太阳 成 
等 边 三 角形 的 小 行星 群 。 关 于 绕 C、D 两 点 无 限 小 的 周期 性 轨道 
力学 家 们 已 有 大 量 的 研究 ,限于 本 书 的 篇 幅 , 不 宜 多 加 讨论 。 


§ 4-11 正则 方程 经 接触 变换 保持 形式 不 变 
现在 我 们 将 动力 变数 (9 92,…, gw 2b pz， Px) 变换 到 新 的 
动力 变数 (91, @，， 机 Qn; PP, P,, | Py), 如 果 之 _qi dp; 一 


x Ey 
Sq dP; 一 Sj QP, 一 LA (4-127) 
t=1 =1 


那么 数学 家 索 弗 斯 利 (Sophus Lie) 称 这 样 的 变换 为 接触 变换 
(Contact transformation), 

例如 卫 (9, 了 ) 是 (q1,92,…, gv; Pi, P2，,…，Pn)2N 个 变数 的 任 
意 可 微 函 数 , 变换 由 下 列 两 式 决定 : 
0 0m (i=1,2,",N) (4-128) 


*。 TI27。 


那 末 
之 ,9i dpi 一 ,QP 三 
一 之 ,9 QP; 十 之 ,pid9i — 2,PidQ;— ,QP = 


加 0 一 SV3 yo oF yp\ 
= 并 二 2 4 ) > (Fa + 名 4?)= 


=d(2,7:9:—7) 
所 以 式 (4-128) 所 表示 的 变换 就 属于 接触 变换 。 
但 是 有 一 个 例外 : 
本 _P 
2 一 Cj， 0 一 6, 
此 时 


ZAdpi— SYP; = Sq.dp;— (Eeig)= 
一 Q@ 之 9 
这 相当 于 有 = 0, 所 以 式 (4-128) 此 时 不 能 引用 。 适 合 于 接触 变换 的 
变换 式 (4-128) 由 雅 科 毕 提出 。 


现在 证 明 , 正则 方程 
di 9H dp oH (1,2,.,N) (4-94) 


a gp;?’ at 9g; 
经 接触 变换 式 (4-127) 变换 后 , 仍 保持 型 式 不 变 。 
由 式 (4-127) 有 
Eq: — 20, 2 一 号 - (4-129) 


如 果 我 们 由 正则 方程 解 出 了 六 对 变数 ， 即 求 出 9 、P; 为 时 间 
和 2X 个 任意 常数 的 国 数 : 
0 和 000 Wi, Oo; £) 


。178。 


Pp: -P(X oo eco) 
屠 末 蔚 蚤 后 的 访 对 新 动力 襟 数 8;,.P; 也 可 以 问 样 表示 成 % 的 图 
数 。 央 证 民 寺 -129) 也 可 以 写成 
Gy 


Sn (4-130) 
人 ~ Du， di 


i 


? CEP So 92 3 ) 
“dE a0 x\ 和 Yi a 


了 Sn SDN (ES = ‘(3 3 
大 二 4 5) 区 /a 
9 ~ dP, :) 


~ 


六 
ac 人 ul ， 
因为 式 (4-94) 的 及 (g,p, 上 同样 可 表示 为 豆 (e ,所 以 
oF _ vs" .op: oH oq 
Se 77. 9 一 39， QQ 
一 dg: op; dp; 99; 
之 Ut a 之 dt o's 
ds 9p 9 
WY da a 
将 上 式 代 入 式 (4-131), 得 


(4-131) 


dp; 
29; 1 (4-132) 


gap， 30 :a 
“0 20.4 gas 


利用 变换 净 孝 厅 (a, 让 变 为 大 (4 P, 4), 则 上 式 可 改写 为 


pa op yo: aP, aK 9P; 9Kk 99， 
dt Da aa 必 “3piga， 90; 9 


二 之 


。 29。 


或 


dQ: 9K \gP: vs /dP, 0 _ 
2 a 六 )e > at +a0. EL 0 (K 1, 2， ? N) 


因 各 P.8 都 是 相互 独立 的 , 故 


9(9)， *°, Qu Pi, ">, Py) 0 
(ai ao， “0® ， C2n) 


得 上 式 唯一 解 案 为 : 


dP: ,9K 0 (=1 2 
a aP, 》 a0 0 Cs 1, 2, ,NV) 


所 以 用 P;、@; 的 新 动力 学 方程 , 仍然 保持 正则 方程 的 形式 , 哈 
密 顿 正则 方程 有 此 重要 特性 ， 这 是 它 的 优点 。 我 们 可 以 利用 动力 
学 方程 的 已 知 运动 积分 , 来 降低 动力 学 微分 方程 的 阶 数 , 而 仍 保持 
微分 方程 为 正则 型 式 。 现 在 讨论 一 般 三 体 问题 的 降 阶 问题 来 作为 
例题 [ 健 9(5)]。 

所 谓 三 体 问 题 是 指 质量 为 mi mz、 ms 的 三 个 质点 ， 在 万 有 引 
力作 用 下 的 运动 问题 。 如 以 任何 作为 静止 的 惯性 直角 坐标 系 的 坐 
标 (q1, ga 93) 、(44， 5， 96)、(47, gs 99) 表示 三 个 质点 的 广义 坐标 , 它 
们 之 间 的 距离 表示 为 712, rasysi， 那 么 质点 系 的 位 能 可 写 为 


了 一 一 as ymms ymm2 
了 23 ?31 712 


=—ymams {(0 一 0 十 (0 一 的 2 (qo—g0)")} 4— 
—ymami {(g7— gq) 2 十 《98 一 人) 十 (go—go)’) 2— 


一 ia ((q1— 09) + (qs—qs) + (ga— qo) 
动能 可 写 为 
”1 


和 = 去 (并 十 强 十 G8 十 吉 mz( 红 十 晓 +9 和 十 
十 去 ma( 妊 十 绰 二 99) = 


。130。 


1 
~ 2m 


(p? 二 Tp2 二 D3) 十 到 - (2 十 2 十 08 十 
2 
+ (Pt pi 23) 


以 吾 = 了 十 F, 则 三 体 问题 的 正则 方程 为 
ag; 9 如 dap: _ 39H (i=1, 2, ,9) 


dt dp at dg; 
由 于 假定 三 个 质点 是 个 孤立 系统 , 没有 受到 外 力 影响 , 所 以 下 面 是 
十 个 大 家 熟知 的 运动 积分 : 
Di 十 24 十 27 一 0 


pa 十 25 十 Da 一 as 动量 积分 
2as 十 De 十 De 一 05， 
mdi 二 mad mgr — (pi+ pst Pp7) t= a 
mgs + maqs + msqs— (ps+ Ps pe)t = 0 ;质心 运动 定理 
migs + m2 mags— (ps + Pet pe) t = a 
gp — 2p1-H apDs— gsps + drps— D7 = 07 
和 ga2s 一 0ap2 A 
gspi— qips 十 9674 一 942e 十 ga27 一 0729 一 09 
H(y, 9) = 动能 积分 
应 用 以 上 十 个 积分 ， 可 以 把 原 为 18 阶 的 微分 方程 组 降低 到 8 
阶 , 再 用 “消去 节点 法 ?和 “时 间 降 阶 法 ?降低 到 6 阶 。 
现在 用 雅 科 毕 于 1843 年 发 表 的 降 阶 法 作为 例题 , 说 明 应 用 质 
心 运动 积分 和 动量 积分 , 作出 接触 变换 来 降 阶 , 可 以 把 一 般 三 体 问 
题 化 为 非 万 有 引力 的 两 体 问题 [这 是 伯 特 兰 (Bertrand) 于 1852 年 
明确 说 明 的 ]。 
现在 取 有 (9, 了 ) 如 下 式 定 义 : 
F=P(g—91) + P(gs— 042) 十 Ps(ge 一 gs) 十 


Ca -Pi( oo 一 下 二 二 ms ) 二 


mi mz mi ms 


°。131° 


二 
+ 的 一 人生 a )+P (mg 十 m2q4 十 M397) 十 
1 十 入 2 


+ Ps(m,gs 十 205 十 msds) + Po (mqat mage t+ m3g) 
将 上 式 代 入 式 (4-128) 的 第 二 式 , 可 得 ， 
Qi = a= 95—Y, Qs= qe— qs, 


一 Mg mage 一 - _ mg2 + m2qs 
人 一 07 mm Ys = ds Tm Tm 9 
Qe=g Mai mge 


一 ， 驴 ; 一 Mg1 十 104 十 Ms397， 
mT m, : 


Qs=migqi tt mgs + mage, Qs—=migs mage mage 
把 7、9@s、.9s 除 以 (mi 十 m2 十 mm;)， 则 成 为 三 质点 的 质心 坐标 。 将 
质心 坐标 作为 新 坐标 系 的 原点 , 则 8; = @s = @。= 0。 
将 也 代入 式 (4-128) 的 第 一 式 , 可 得 : 


一 一 已 一 PP 一 和 P， 
Pi 1 ‘Tm i 


22 P, PT FmiPs 


ps=—Ps Pe 二 miPs 

P=P! Pe 十 ?m2Pr 

ps= Ps— Ps 学 十 zzPs 
1 

pe= Ps— Pe 2 二 msPs 
4 

p= Pst msPr 

pe Ps maPs 

pe= Pe msPe 


由 上 式 ， 显然 有 : 
Pit pst p= Pr(msdt ms tms) 
。132。 


pa pst Pps= Palmit mt- m3) 
ps-}- pe pe = Ps mit m+ ma) 
所 以 , Pr、 Pe、 Po 是 质心 速度 沿 x,y、z 的 分 量 。 假 定 质心 对 新 坐标 
不 动 , 则 有 Py 二 Ps 一 Ps=0, 于 是 五 (g, 允 可 化 成 新 (8,P 了 ) 如 下 : 
天 一 3 PPPD + (Pit PI PD — 


一 了 、 
—ymima (QI+ QE OD — ymimL Oi G+ 十 


再 Kg Qi 二 QQ +9306) + 


Di- 


+ (Fm) (Qt QOD 


> ymamal Qi + Wi— a QH QaQs + 
+0.00 + (i ) (4-133) 
式 中 : 
Ta 1 ms (11 十 人 2) 
四 11 十 ma” m1 二 1m- ms 
变换 后 的 正则 方程 为 : 
CO 9 天 
(人 二 1, 2 6 (4-134 
es 0 
at 909, 


上 式 已 降低 至 12 阶 , 从 式 (4-133) 看 出 , 新 的 动力 学 问题 可 以 看 成 
是 质量 为 4 和 pp 的 两 体 问题 。 不 过 它们 之 间 的 作用 力 的 势 函 数 
是 式 (4-133) 的 去 中 用 广义 坐标 名 表示 的 部 分 ,显然 它 已 不 是 万 有 
-引力 的 势 国 数 了 。 式 (4-134) 尚 可 继续 降 阶 。 


= 了 333 


-第 五 章 ” 非 完整 系统 的 动力 学 方程 


如 果 一 个 力学 系统 , 它 包含 运动 约束 , 即 包 含有 速度 的 约束 方 
程 , 当 它们 不 能 先行 积分 时 , 则 这 力学 系统 称 为 非 完整 系统 。 对 于 
这 种 系统 ， 上 述 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 和 哈密 顿 正 则 方程 都 是 不 适 
用 的 。 现 在 本 章 来 讨论 如 何 建立 适用 于 非 完整 系统 的 动力 学 方程 。 
由 于 完整 系统 是 非 完整 系统 的 特例 ， 所 以 本 章 建立 的 方程 也 适用 


于 完整 系统 。 


85-1 第 一 类 拉 格 朗 日 方程 
设 某 一 有 个 质点 的 质点 系 , 它 有 下 个 含 时 几何 约束 
fy x1, x2, so £) =0 (k=1,2,., K) (5-1》 
和 ?个 运动 约束 
GpyiB1 十 dpsad2 TT gsandan t+ Go—= 0 
(p=1, 2, “0, 7) (5-2). 
将 各 z; 坐标 给 予 变 分 , 则 由 上 两 式 得 变 分 条 件 


So, =0 (k=1,2,.,K) (5-3). 
和 

Sn 

Sadr,=0 (p=1, 2,*%, 7) (5-4) 

v=1 


将 上 两 式 用 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 法 和 动力 学 普遍 方程 
8 


X,—m, 8z,= 3-3 
> 人 ,一 mo) 2 一 0 (3- 小 


?=1 
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目 结 合 , 就 成 为 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 
3% a? 2， 
(x. my 


y=1 


> + man jam=0 

* (5-5) 
上 式 是 将 式 (5-3) 乘 以 1, 式 (5- 区 乘 以 J, 然后 各 式 与 式 (3-3) 相 
加 而 得 。 仿 照 不 定 乘 子 法 常用 的 演绎 逻辑 , 得 3n 个 方程 


及 :一 + 0 


(y=1,2,., 32) (5-6) 
将 式 (5-6)、(5-1)、(5-2) 三 种 类 型 的 方程 结合 起 来 , 共 得 (32 十 8 十 
十 7) 个 方程 , 可 解 出 37 个 zi za Za 天 个 和 Ma 057 个 An 
ps、 正好 共 3n 十 8 十 7 个 变数 为 时 间 i 的 函数 。 
现在 说 明 4 和 4& 可 以 用 来 决定 与 它 有 关 的 约束 反作用 力 。 想 
象 这 质点 系 只 受到 一 个 含 时 几何 约束 式 (5-1) 作 用 , 其 余 约 束 不 存 
在 ,那么 在 式 (5-6) 中 只 剩 下 一 个 约 划 和 式 如 下 : 


一 0 (y=1,2,.,3n) 
y 


另 一 方面 , 如 果 由 式 (5-]) 这 个 约束 所 引起 的 约束 反作用 力 为 N,， 
则 由 牛顿 第 二 定律 有 


WY a? > 
0 (y=1,2, 3m) 


比较 上 面 两 式 , 得 


N,= 4 


应 用 同样 方法 的 论点 ， 宫 以 导出 运动 约束 式 (5- -2) 所 引起 的 约 
束 反 作用 力 
一 Hpocoy 
例 5-1 两 个 质量 均 为 m=1 的 质点 Mi, MY;, 以 质量 可 略 去 不 计 的 刚性 
。I135°* 


村 连接 而 在 铅 垂 商 内 运动 。 杆 的 初始 位 置 为 水 平 ， 质 心 C 的 初始 位 置 在 原 
点 上 。 质 心 的 初速 度 为 wm 杆 的 初 角速度 为 oo。 现 在 两 质点 运动 时 , 光一 种 
约束 使 它们 的 质心 速度 始终 沿 著 本 的 方向 。 求 这 两 个 质点 的 运动 和 所 加 也 
的 约束 力 [ 参 10(@) 


解 ， 设 两 质点 的 坐标 为 ,95 mo gz。 则 约束 方程 为 
2 gg 
和 , 
(gy1-Hy2) (a) (htt) (yg2— y=0 (b} 
将 上 式 改 写 为 
， - Ga dit dats ay + ay = 0 
式 中 : 


”QI 一 0z =y1 yo Qa = TR 
现在 主动 为 只 有 两 个 重力 mig,wsg。 因 为 是 平面 内 的 运动 问题 :斯 以 本 题 的 
式 (5-6) 只 有 4 .HA 两 个 乘 子 和 2 一 4 四 个 方程 如 下 : 


1) tdi 
‘of _0 


一 和 :各 十 全 二 
—m.g mt ua . 
一 29 Mag ;各 十 AL 一 0 


将 了 和 各 个 a 代入 上 式 ， 并 注意 tr, 坟 ,二 1， 基 上 式 记 为: i 
一 六 一 4(zz 一 2 + ug —y) 一 0 (ey 


一 各 十 (zs 一 7 十 有 (一 9 一 0 (a) 

—g—# /yy) kurt1) =0 ‘ey 

一 9 一 护 十 4 (yg) 十 (oa 一 2 一 0 人 
再 由 式 (c) 十 (d) 和 式 (e) 十 (了) 得 : 

(Ti2) T2141—Yz) =0 i } | ‘gq) 

一 29 一 (办 十 为 ) 十 24(22 一 01) =0 


将 上 面 两 式 消 去 上 得 : 
(wa— 71) (B+) (Ty #2) 29 y2)=0 9) 
“36。 


又 由 式 (g) 一 (c) 和 式 ( 六 一 (e) 得 : 
— (Fi) tA (v1) =0 
—(#— $i) 24 (yy) =0 
将 上 列 两 式 消 去 4, 得 
KE) 09 一 ( 恩 一 扫 ) (2 一 Xi) 一 0 《而 记 


WU=Xa Ty 二 
尖 Ca)、《h)、(5)、(9) 四 式 可 分 别 写 为 : ' 


Ww . 《2 
te — ul ==0 (i 
Pu— Wu=0 (Kk) 
五 go 十 290 =0 (1 


圭 面 的 式 (2)， 可 看 成 为 在 (ww 9 平面 中 的 一 点 作 贺 周 运动 ， 式 (四 表示 这 总 
的 加 速 论 疝 半径 方向 , 所 以 一 定 是 等 速 图 运动 。 于 是 可 写 为 : 

=leos (ot gp), v=l1sin(wtt po) Cm) 
由 上 式 知 道 , p= 二 @t 十 go 就 是 刚 杆 374M, 与 水 平 币 z 的 夹 角 。 因 为 上 一 0, = 
一 0, 所 以 go 一 0。 又 因 @== os 为 常生 ， 轩 此 以 后 oo 可 上 略 去 是 标 。 由 于 两 质 
点 作 竺 角速度 旋转 , 所 以 可 以 确定 它们 无 约束 力矩 。 


式 () 可 写 为 
P:Q@=u't= coswi: sinot 
或 : 
P=%eosot, Q=%sinowt (n} 
洲 上 式 代 入 式 (), 得 
= 2gsinot 


积分 上 式 ,得 
人 一 coset 十 人 
[3 
将 上 式 代 入 式 (%), 得 : 


pk =( deos Ci 十 0 jeosot | 


(0) 
yi 十 加 =[2 Y. eos ott0 )sinot 
NO 


。，T37 


1/2 4 
应 用 初始 条 件 , =0, oo 一 去 (如 + 得 


再 将 式 (0) 积 分 , 得 : 
CO 


zi 十 to 一 也 sinateosat 十 9 CsinoitD 
[eo ®  O : 


_g.. C * 
ty = zsin’ot esot 十 召 


ti 一 0, 由 上 式 得 : 
D=0, P_C-0 
@ 
所 以 : 
vit z= sinoicosot | H+ Osinot 
OO DD O 
Se 
yin t+ (1— cos ot) 
又 式 (m) 可 写 为 : 
2 一 条 一 1 cosaot， 纺 一 扩 一 sin oo 


从 以 上 四 式 , 可 解 出 zi zz yi yz 如 下 : 


一 9 ji 名 + 二 (om 一 全 aa 一 了 oosot 
2 gos notcosott 7+ Vo sinot BOS 


2 一 区 sinoteos wt t+ -£2) Sin co 十 到 cosot 


Yi 一 :2 sin?owt +z(w -名 )Q~ €os wt) Lsinot 
20D2 CD CD 2 


2 sin’ot + 二 (on 一 业 )Q 一 eosog 十 二 sinat 
以 上 四 式 是 两 个 质点 的 运动 方程 。 如 果 要 描绘 出 质点 的 运动 轨迹 , 只 要 作 质 
心 C 的 轨迹 , 即 式 (2p) 除 以 2, 杆 的 方向 沿 此 轨迹 切线 方向 。 

现在 再 求 约束 反 力 如 下 : 


Nis ~ 2f 一 ho 一 oz 一 一 工 ( 雹 一 六 ) = 一 Losai 
二 2 、2 


2 
WA 一 4(gs 一 9 一 一 十 (总 一 四 ) 一 坊 !sinoot 


所 以 ， 
。 了 38。 


0 
2 


这 是 两 质点 对 质心 作 圆 运动 的 向 心力 , 由 刚性 杆 供给 。 
由 式 (9) 的 第 一 式 , 得 


N=~NI NY 


-| 二 拒 十 2 一 一 1 
各 十 部 2 2 0S wt+2{ vo 加 COS 0 


2(y1—Y2) - 一 27 sincot 


X= 
Vo 
i 
作用 于 质点 儿 , 的 约 来 力 Ni[ 由 式 (0) 至 (有 ) 看 出 ， 它 与 作用 于 质点 用 ;的 约 
束 力 相 等 ) 为 
一 (pa (ha) = LM (Ng) ?T+ (vt)? = HU= 
=g(2cosmt—1)+ovo=Ns 
太一 入 是 必然 的 ,否则 两 质点 不 作 繁 角 速 转动 。 另 一 方面 ， 这 是 保证 vo 方 
向 始终 沿 着 杆 的 必要 约束 力 。 


一 人 (2cos ct 一 I) 十 


85-2 非 完 整 系统 的 拉 格 朗 日 推广 式 


采用 了 不 定 乘 子 法 的 第 一 类 拉 格 朗 日 方程 能 适用 于 非 完 整 系 
统 的 力学 问题 。 但 是 它 的 缺点 是 局 限于 直角 坐标 系 。 第 二 类 拉 
格 朗 日 方程 是 用 广义 坐标 表示 的 ， 对 于 完整 系统 的 动力 学 方程 很 
容易 求 出 ， 但 是 它 的 缺点 是 不 能 求 非 完 整 系统 的 动力 学 方程 。 如 
果 将 两 者 结合 起 来 ， 不 就 是 把 广义 坐标 式 的 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 
推广 到 非 完整 系统 了 吗 ?这 工作 首先 于 1873 年 由 费 勒 斯 (Ferrers) 
所 完成 。 随 后 纽曼 (C. Neumann) 于 1888 年 和 维尔 坎 德 (Vierka- 
ndt) 于 1892 年 都 对 这 个 问题 作 了 研究 。 

设 有 一 个 有 % 个 质点 的 非 完整 力学 系统 ， 它 有 个 含 时 几何 
约束 [ 式 (5 1)] 和 7 个 运动 约束 [ 式 (5-2)]。 在 式 (5-2) 中 ，q,; 和 
av 可 以 是 二 和 zi、za、…、zan 的 函数 。 由 于 有 个 约束 方程 存在 ， 
所 以 3 个 坐标 zzz、 …、zan 只 有 j= 二 3 一 k 个 变数 是 独立 的 。 因 
此 存在 着 mn 个 广义 坐标 41,12、…、4wm。 将 7% 个 质点 的 位 置 x; 用 这 
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些 广 义 坐 标 表 示 出 来 , 即 
xX, =ry(t; 21， 22， "0, gm) (y 一 1, 2, | 3n) (5-7) 
将 上 式 对 时 间 二 求 导数 ,得 | 


= 袜 3 ty-1,2,,3n) (6-8) 


于 是 对 应 的 虚 位 移 式 为 
-> Dsg, (y=1,2,, 3 (5-9) 


将 上 式 代入 动力 学 普遍 方程 式 (3-3) 得 
5 Gm x 040 
上 式 可 用 8 4-1 推导 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 的 方法 化 成 


(和 范 - 匀 Ee -0 ) :=0 (5-10) 


但 上 式 各 69; 不 是 相互 独立 的 , 它们 尚 有 由 运动 约束 式 (5-2) 产 生 
的 微分 约束 联系 着 ， 现 在 来 求 这 些微 分 约束 。 

将 式 (5-7) 的 x 代入 式 (5-2) 的 a, 和 a 中， 把 式 (5-8) 的 加 
代入 式 (5-2)， 这 样 可 以 得 到 用 91, 9。、…、94 表示 成 如 下 形式 的 运 
动 约束 方程 : 


了 = 


Andiths=0 (B= 1, 2, ,7) (5-11) 
对 于 虚 们 称 6g， 就 有 下 大 的 变 分 约 来 
. S46g,=0 (B=1,2,*,7) (5-12) 
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所 氛 , 对 于 非 洛 整 约束 , 91、92、…、94m 可 以 取 任 何 值 , 但 是 它们 
夷 示 的 速度 91,、92、…、9n 或 虑 位移 894、69*、…、69， 则 不 能 任意 
了 到。 因为 它们 之 间 尚 有 7 个 关系 式 (5-11) 或 (5-12) 联 系 着 。 现 在 
可 以 用 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 法 , 求 出 所 需要 的 运动 方程 如 下 。 

将 不 定 乘 子 pr 与 式 (5-127 相 乘 , 然后 对 各 有情 求 总 和 ， 再 与 式 
(5-10) 相 加 , 按 不 定 乘 子 法 的 一 呐 逻 辑 , 可 得 下 列 避 个 方程 : 

dq eT 57 - , 。 四 

a 5 Tag 4 之 4 =0 (1:71,2,.%, mm) (5-13) 
将 二 式 与 非 完 整 约束 式 (5-11) 结 合 ， 可 解 出 rs 个 91、4q2、…、4 和 
7 个 Hiv Hz Hr 为 时 间 国 数 。 


例 5-2 如 图 5-1 所 示 ， 一 薄 圆 板 ( 或 贺 环 ) 在 粗 枚 水 平面 上 作 元 滑动 的 
滚动 , 试 讨论 它 的 运动 [ 参 6(8)]。 


图 5-1 

解 : 设 较 板 的 质 基 为 ma, 半径 为 4， 它 的 主 锅 性 矩 为 4,4,C。 我 们 采用 
Oxyz 为 回 定 于 空间 的 许 交 符 标 系 , 0z 轴 铬 重 , Ox8 在 阅 板 滚动 的 水 平面 上 上 ， 
948n 为 动人 举 标 ,国定 于 国 板 上 ,原点 G 即 是 图 心 , 05 焉 直 二 加 批 。 略 失 与 水 

平面 在 坟 时 的 接触 点 为 玉 , 则 G 的 坐标 为 (x, 9, 2)。 

+=asing, j= (gcosO)0 

所 以 圆 盘 的 平 动 动能 六 

。14T1 。 


,一 二 h( 必 十 六 十 grc0s200) 
加 盘 转 动 的 动能 按 队 好 YI 为 
T, 一 二 (Ca 十 4 十 4o5?) = 


= [OP+ Ye0s0) + A + A(ps n0)?] 
圆 盘 的 势能 为 


V=mgz=mgasing 


故 


L= 坟 m+ 六 +a?cos200’) + 了 CC 上 geosg) 十 


+ 人 (b+grsin’0) —mgasing (ay. 


现在 再 求 约束 方程 。 为 此 在 G 点 作 一 水 平面 , 这 平面 与 圆 盘 的 交 线 即 节 - 
线 GN, 与 GK 垂直 。 如 今 作 直角 坐标 系 G1 2 3, 使 轴 了 工 沿 GK 方向 ， 其 单 
位 矢量 以 i 表示; 轴 2 沿 GN 方向 ， 其 单位 矢量 以 了 表示 轴 3 即 为 E 轴 。 
则 有 : 
(2 2) 一 0， (2, 5) = 
Oi= Psing, Ws—=0, ws=$T+peosd 


i J 天 
p6 一 DOXa=| 一 psinb 0 + peosd = 
一 4 0 0 
一 [0， 一 a( 细 十 2eos0)， a0]= odeos0) 
一 (ou ba Vs) esind 


NC2) 
将 ve 投影 到 通过 G 的 水 平面 内 , GK 的 


投影 为 GP, Gy'、Gx' 各 平行 于 yz 轴 , 则 : 
re 也 
2 一 0 一 一 4( 切 十 geosb) 
又 从 图 5-2 可 以 看 出 ; 5-2 
的 
2 一 pzcosg 十 Doysin Op 
这 样 , 从 上 面 两 式 , 可 得 : 
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jsing 一 geosp--alsing=-0 | (8) 

Zcosp ysingiay iapecos0 =0 

学 用 上 式 可 以 求 得 虚 位 移 方程 为 : 
Orsing--0ycosp—a60sin0=0 ? (0) 
Orcosp+oysing-i-ady 十 adpeos0 一 0 

应 用 式 (o) 中 的 工 和 上 而 两 个 约束 方程 ,分别 用 乘 子 4 和 几 代 入 式 (5-3)， 可 

以 得 到 关于 6z，06y、69、6p 和 6y 的 五 个 动力 学 方程 如 下 ( 式 中 os 一 十 


eos0): 


并: mj=Asing+ucosp 1 (a) 
y: my=— Acosgi Hsing 
0: 训 (mareos?06 十 4 把 一 一 Mbzcosbsin bg 一 Cospsing 十 
+Acos0sinbp*—mgacos0— AnsinO 

@@，，，。0 ，， (e) 
gp: 元 (4sin*09 一 Ceos0a) = hacosd 

a 
: 元 (Co， 一 [4G 


以 上 五 个 方程 与 式 (2) 结 合 , 共 七 个 方程 ， 可 以 决定 七 个 未 知 数 2,y、 8、 
四 4 和 ks 
自 式 (g) 解 4、 得 : 
了 A=m(ising—ycosg) } 
L=m(jecosp+iiysing) 
于 式 表示 4、p 是 粗糙 水 平面 给 圆 盘 在 接触 点 下 的 约束 力 ( 即 摩擦 力 )。 
4,k 也 可 以 用 6、.p、 和 它们 的 导数 来 表示 。 为 此 将 式 (8) 对 取 导数 ， 


(月 


jsing—ycosg+ (ieos p+ysing) b=a(fsin0+teo0sd) 


woos p+ysinw— (Lsing Ye0sP) P= —0s 
将 上 式 代入 式 (用 ,并 利用 式 (5), 得 : 
让 Tsim Oreon0 top) Y @) 
HL=mag(sing0g — 0,) 
将 上 式 的 4 代入 式 (e) 的 第 一 式 , 并 加 以 简化 , 得 
(4Tma2)0 一 4pzeosgsinb 一 (CT 十 Mic2)aosesinbg 一 mgaopsg (h) 
将 式 (e) 的 最 后 两 式 消去 岂 得 
9 了 4 了 。 


总 (4psin20) 一 Cosgsinb (i 


义 将 式 (9) 的 4 代入 式 (e) 的 最 后 一 式 得 : 
(OC--ma’) ,= mb2gbsing (9) 
(7), (让 、( 力 三 式 只 有 90、 ,中 ,三 个 变数 。 
现在 来 求 os 作为 8 的 函数 的 微分 方程 。 令 cos0=&, 并 令 0C=24= 
2kma?, 则 式 (77) 可 以 改写 成 
Uw _， . ), 
(2k+ DT =—9 | (Ek) 
式 (让 可 改写 为 
d ， 
dalle)9]= 2003 (1) 


将 上 两 式 消去 各 即 得 


。 2 
0 
el da WTI 
或 写成 
(1 Qa) _» Co， 2 wp.=0 


de da mii 
上 式 就 是 著名 的 勒 上 特 油分 方程 , 它 的 解法 可 参看 [ 参 15]。 


上 式 系数 到 2 对 于 图 环 为 1 对 于 阅 盘 为 他 。 如 果 将 (ED、( 中 两 式 消 


去 oo 并 令 (1 一 o9)9 一 5， 那 么 将 式 ( 妇 和 (1 对 < 取 导 数 ， 再 和 消去 go 可 
得 
dB 
(evga = 计 Fi6 

由 上 式 可 解 出 为 a 的 函数 , 因而 可 得 到 外 为 a 的 函数 。 

下 面 求 一 个 特殊 情况 的 运动 , 即 如 果 圆 盘 与 水 平面 的 倾斜 角 6 是 当量 0 
的 情况 。 此 时 0 一 0, 所 以 由 式 (让 得 : 

49sin20 一 常量 ， 即 二 wm( 常 量 ) 

由 式 (7 可 知 ; ， 
os 一 0， 所 以 % 十 geosb 一 常量 ， 风 此 4 二 常量 ， 
计 是 式 ( 乓 大 为: : 
。 144。 


| 
和 cos Fsing= a($+ocosbo) 

将 上 列 两 式 消去 9y， 得 

= 一 (有 二 aocosb)eosg Cn 
积分 上 式 得 

2— a 00s sin ot (0) 
把 上 式 代 入 式 (m) 的 第 -- 式 , 得 

dy a($+weos0o) sing 

at 
积分 后 得 

y= )eosot (2 ) 
于 是 有 


r= ty) 
所 以 回 益 中 心 是 作 半径 为 7=a (和 | ) 的 圆周 运动 , 此 时 起 ( 甩 成 为 
(hma’) ?sinO, eos 06— ma {2k 0 人 (~ 7 )osin 9 一 Mgaeosb 一 0 


:好 
EC28 二 1)7 十 laeosb w=9 cot go 
于 是 圆 盘 公转 角速度 为 


geted, 
P70 Vir 1)7 十 Kacoseo 
又 由 关系 式 "一 一 52 可 得 自转 角速度 为 


= 一 ( 工 +eosb ja 
a 


例如 ， 对 于 圆 盘 大 本 ,着 oa 一 1cmr 一 20. 0 一 60"， 则 @==13.45 1/s， 攻 = 


个 
一 33.6251/s, 如 图 5-3 所 示 。p= (ZN) 随 六 而 定 。 当 G 行 一 2(2a)r 的 圆周 
。T45。 


时 , 轧 轴 方向 改变 2r。 设 G 行 一 周 的 时 间 为 4， 则 == 一 25。 比 时 接触 点 
下 亦 在 半径 为 2.5o 的 圆周 上 移动 一 周 ， 所 以 加 盘 在 + 时 内 流动 202.50) 亚 ~ 
一 2.5 图 ， 即 = 一 2.5X 下 二 一 2.50。 6,=—2.50+@ X=—20% 的 


负 号 是 由 于 图 中 圆 盘 顺 时针 转 向 旋转 


85-3 阿 佩 尔 方程 


设 有 一 % 个 质点 的 质点 系 , 它 有 个 含 时 几何 约束 [ 式 (5-1)] 
和 了 个 运动 约束 [ 式 (5-2) ]。 首 先 我 们 利用 含 时 几何 约束 , 可 以 选 
出 m=3n 一 个 独立 坐标 91、92、…、9m， 将 质点 系 的 34 个 直 交 举 
标 xz, 用 二 和 9g,9。、…、Ym 表示 出 来 , 如 式 (5-7) 所 示 。 于 是 可 得 到 
式 (5-8) 和 (5-9)。 

但 是 由 于 尚 存在 着 7 个 运动 约束 


3n 
Doiyt ao,=0 (p=1,2,.%,7) (5-2) 
Y=1 


式 中 aowa 是 上 和 32 个 zszsn 的 函数 。 我 们 利用 式 (5-77 
和 (5-8), 并 将 其 代入 式 (5-2), 则 可 将 该 式 写成 如 下 的 形式 ; 


之 Andit+ ds=0 (B=1,2,.,7) (5-11) 
t=1 
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式 中 4 和 45 都 是 t 和 44,42、…、4m 的 孙 数 ,所 以 rm 个 1、g2、*…、9m 
不 是 独立 的 , 尚 须 满足 7 个 方程 , 因此 只 有 入 =3n 一 一 ?个 9; 是 
独立 的 。 为 了 更 一 般 性 ， 我 们 可 以 选 访 个 4: 的 雏 立 线性 组 合 
[ 参 10(25)j: 


t= Dfig GD2 N) (5-12) 
以 入 个 字 1、 宙 2、…、Tw 作为 独立 量 ， 称 为 伪 速 度 。 选 伪 速 度 的 条 件 
是 式 (5-12) 与 (5-11) 的 4. 组 成 铝 个 线性 无 关 的 方程 组 , 即 这 加 个 
线性 式 的 mn 个 91,92、…、gm 的 系数 行列 式 不 为 零 。 因 此 ， 我 们 可 
由 mw 个 方程 式 (5-11) 和 (5-12) 解 出 zr 个 91,92、…'、Gm 为 宙 1、 宙 2、*…、 
Ny 的 表示 式 


和 ($=1, 2 …; m) (5-13) 
式 中 如 是 z 和 Qi、92、"…、4m 的 函数 。 将 式 (5-13) 对 时 间 取 导 
数 , 得 
it 全 和 以 及 i\9 的 项 ) (5-14) 
由 式 (5-13) 易 知 , 对 于 虚 位 移 , 有 
= Dhiban, (5-15) 
由 动力 学 普遍 方程 四 
> (my 东 , 一 四 ,) 67, 二 


3n 
= > (my%y 一 了 y) > 
nm 3n 
一 mm 一 必 064;= 
-oh 


(5-16) 
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将 式 (5-8) 再 对 了 导数 ,得 
az， d 13， d/]/azN . 
Dt (ar 3) 
由 上 式 两 端 对 名 取 偏 导数 ,得 四 


于 是 式 (5-16): 可 以 改写 为 . 
阅 三 (ws 芍 六 ok 一 0 


上 式 中 59; 不 是 独立 的 , 必须 应 用 式 (5-15) 改 为 伪 坐 标 。 
将 式 (5-15) 代 入 上 式 , 得 


ba 了 一 0 Snr. 
-DE : 吉 )- on- 


(5-17》 


令 式 中 这 ,Qih, = 了 7,, 称 为 对 应 于 伪 人 能 标 xz, 的 广义 力 。 又 


we 


质点 系 的 总 动能 志 示 式 , G 亦 称 吉普 斯 函数 
于 是 式 (5-17) 成 为 
。148 。 


三 三 (四 -9 ,Js6ms= 
- 立 ( > 2 1, 和 (8-19) 


上 式 应 用 了 式 (5-18) 和 js 总 又 出 偏 微 分 规则 


dG og 
> 7 99, BK。 2X。 
所 以 式 (5-19) 可 改写 为 
S71 )o, 一 0 
但 5rs(s=1 2 …, 入 ) 是 相互 独立 的 , 所 以 由 上 式 可 得 
a6 
93 元， 
上 上 式 称 为 阿 仿 尔 方程。 


由 上 式 可 知 , 这 个 力学 系统 及 个 独立 方程 ， 所 以 称 N= 
3 一 一 ? 为 这 个 力学 系统 的 自由 度 是 适当 的 。 

阿 佩 尔 方程 的 优点 是 计算 简单 ， 因 为 G 中 一 切 不 含 对 的 二 
阶 寻 数 的 项 ， 都 可 以 弃 去 不 计 。 为 此 本 书 采 用 弃 去 不 含 对 上 的 二 
阶 导数 项 的 G 函数 G*。 

我 们 计算 质点 系 动 能 时 , 有 下 述 科 尼 格 (Kinig) 定 理 ; 质点 系 
的 总 动能 等 干 各 质点 相对 于 质心 的 运动 动能 之 和 ， 加 上 各 质点 的 
质量 集中 于 质心 的 代表 点 并 以 质心 的 速度 而 运动 时 的 动能 之 和 。 

对 于 加 速度 能 量 式 , 也 有 类 似 的 关系 式 , 因为 


他 gr 
G=3> mg ) 


1H, (s=1,2,.%,N) (5-20》 
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式 中 r， 是 质量 为 mw, 的 质点 的 位 置 矢 。 由 图 5-4， 有 ,= ro 十 
,ro 是 质点 系 的 质心 的 位 置 矢 ， 
六 是 质量 为 wm, 的 质点 相对 于 C 
的 位 置 矢 , 于 是 


由 于 


所 以 
a2r’ 
me (En) 
因此 , 式 (5-21) 的 中 间 一 项 为 零 。 令 立 m = M， 则 式 (5-21) 可 写 


成 


1 1 


式 中 wo= rR 的 加 速度 ,mw 一 


= 二 rp 是 是 质量 为 w 的 质点 相对 于 质 


加 过 放 

例 5-3 一 半径 为 的 实心 圆柱 ,在 一 内 
半径 为 上 的 固定 的 空心 圆柱 内 滚动 , 如 图 5-5 图 5-5 
。J50。 


所 示 。 求 实心 四柱 的 运动 方程 和 微 振动 周期 。 假 定 两 个 圆柱 的 轴 都 是 水 平 
而 且 平行 的 , 两 者 接触 是 角 粗 糙 而 无 滑动 。 
解 : 约束 条 件 B4 = 有 所 以 a(0 十 9) 一 00 
即 
ag=e0 (c=b—a) (a) 


9 一 本 Mao8 十 FDLmmw M(t ws) + Emy (w+ wn) = 


MI(c0)? 十 (cgz)3] Tm (pyp’) = 


] or 
= 也 MN) (+) D> mypi= 


1 1 Neon omy 
一 于 Mez(Gz 二 0 二 3( } Ma: | (86) +(£6:) | 
弃 去 非 二 阶 导数 项 9 可 得 0* 一 了 Mo 他 


主动 力 只 有 重力 一 种 , 而 重力 对 于 错位 移 60 作 功 可 计算 如 下 : 
.hgafeceosb) = 一 Mgcsinb6b 


7 一 一 Mgcsing 


3 
2 


Web 一 一 Mgcsinb 
即 

B+29sing=0 

3 
上 式 与 ! =3。 前 单 皖 方 程 完全 相同 ， 所 以 它 的 积分 可 仿照 单 摆 进行 ， 而 微 
振动 周期 为 
3 5— 
m=27V3 
这 是 阿 侯 尔 方程 应 用 于 完整 系统 之 例 。 应 用 于 非 完整 系统 时 ， 必须 与 7 

个 运动 约束 式 (5-135) 结 合 , 这 样 共 有 和 个 方程 , 可 以 解 出 mr 个 gg gms 
9。 了 5 了 。 


例 5-4 求 球 在 固定 粗糙 平面 上 无 计 动 地 滚动 的 运动 方程 , 球 心 的 势 函 
数 为 了 (z, 3) [ 参 11(o)]。 

解 : 设 Ozgz 喜 角 坐标 系 的 Ozy 平面 在 固定 平面 上 ， 球 的 半径 为 a， 则 
球 心 坐标 为 (z, 9, 09), 因此 色 ; = 内 十 六 。 设 有 两 个 直角 坐标 系 , 都 以 球 心 为 原 
点 ， 一 个 为 Czizszs, 它 的 坐标 轴 与 Ozgs 的 坐标 轴 平 行 ， 另 一 个 是 固定 于 球 
上 上 的 CEnE， 如 图 5-6 所 示 。 0E7 平面 与 Oxizs 平面 的 交 线 CW 就 是 节 线 。 
因此 欧 拉 角 为 : 

$=—xON, p= HO, 0=x.0E 
设 球 内 任 一 质点 ms 的 坐标 为 (zu zap zs， 则 , 
0 和 一 十 二 3 


Oxzizzzs 和 OEné 的 坐标 变换 式 为 


EA Fg (j=1, 2, 3) (5-23) 
式 中 (6&4, 115) 对 指定 质点 mi 为 常量 , 而 G41,4j2,4js 为 方向 余弦 , 随 上 而 变 。 
将 上 式 对 二 取 二 次 导数 , 得 

B= dt ian t+ dss6s (j=1, 2, 3) (5-24) 
于 是 

3 
于 立 Miwa 一 3 : 
: 1 1=1 
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3 
-3 Sm (nbn ts) = 


1 IJ=1 


-ns jm 二 mi 十 汶 ,Zn6 条 十 


十 5 [dndn Smet dd Smet 


j=1 


+ ésadliZmtid] 
但 对 均 质 球体 , 由 于 对 称 性 , 有 : 
Emié Em = Emde Smt) = 本 
EMmin di = meni= Smet — 0 
式 中 了 为 球 对 于 直径 的 转动 惯量 , 和 Y=Zrm; 为 球 的 质量 , 于 是 吉普 斯 函数 为 


= (六 十 护 ) 3 (6 和 十 5 十 的 s》 (5-25) 
4=1 

上 面 式 中 , 九 人 2 tsas 不 是 独立 的 。 刚 体 绕 质 心 C 的 转动 ， 只 有 三 个 自 
由 度 ， 可 用 网 拉 角 表示 。 所 以 现在 要 将 这 九 个 量 写 成 gp.g、 乡 对 上 的 二 次 时 
数 。 为 此 ， 将 Czxirsxs 毕 标 系 的 三 个 沿 轴 的 单位 矢量 表示 为 ik,0&n6 坐 
标 系 的 三 个 沿 轴 的 单位 矢量 表示 为 忆 、 站、 天 。 再 添加 在 CE1 平面 内 蕉 直 于 
CN 的 垂 线 CN 在 Cxixs 平面 内 添加 CNs 垂直 于 ON, 沿 CN、CN1,CN;s 的 
单位 矢量 表示 为 几 msm。， 则 0wz, 绪 zs 轴 转 过 少 即 得 C 人 HW,， 所 以 : 

i—ncos$—nzsiny 

JTnsing tneosy 
又 CNNI 绕 5 轴 转 过 4, 得 Gey, 所 以 : 


i =~neosgi+nising 


7 =—nsingtnicosg 
个 
又 CNzb 绕 n 轴 转 48 角 , 得 CNik 。 所 以 ; 


nl 一 nzcos0 十 Esin0 
天 一 一 nsinb 十 Reost 


9 了 53。 


ait = cospeosp— singsingeosO 
av=i*i =—cosypsing— cospsiny cos0 
013=i'k =sinygsing 

Qnu= ji =cosgsinyg+i singeost eost 
Gas=j'j =—singsinygt+eosgpeosyeos0d 
aa 一 了 天 =—cosysing 

4 一 K7 — singsing 

aa 一 天 .了 一 cospasing 


G3s=k:k' 一 cosf 
于 是 将 上 式 两 边 对 1 取 二 次 导数 后 , 再 代入 式 (5-25), 可 得 
7 tht) tos0 + 
J 


十 2sing(oy6 一 6%65 一 99 芒 ) 十 不 含 二 次 导数 的 项 ] (5-26) 
现在 求 球 在 水 平面 上 滚 而 不 滑 的 运动 约束 方程 。 这 方程 可 由 球 与 水 平 


面 的 接触 点 的 速度 为 零 而 得 到 。 设 C 的 速度 为 =( 5 和 0) 转动 角 违 度 为 
@O(o- or Oox) 则 
. 5 十 @OX( 一 ak) 一 0 
上 式 的 分 量 式 为 : 
0 
2 十 GOx 一 0 
又 将 四 沿 Fn 分 解 ,得 
@O=phkTOR TOn= Oi Oy 7 十 CO 
将 上 式 分 别 点 乘 以 i( 即 作 与 i 的 标 积 ) 和 j, 则 得 : 
OY p(k) +O (ni) 
一 史 sinysin0 十 Ooeos 幼 
wy =f kD) tp +0(n.D) 
=— peosypsin0+0siny 
将 上 式 代入 式 (5~27), 有 : 
| da(Osiny —geosy sind) } 
y=—a(Gcosy+psingsing) 
将 上 式 再 对 1 取 一 次 导数 ,然后 代入 wo, 得 
154 。 


(5-27) 


《5-28) 


二 M+ 六) = Ma [2+ sin20+ 2sinO(py— 人 0 


十 ggbcosb) 十 不 含 二 次 导数 的 项 ] (5-29) 
G 函数 是 式 (5-29) 与 (5-26) 之 和 。 得 到 G 函数 以 后 , 代入 阿 佩 尔 方程 : 
3G__2V 3G_ _ 3 3G_ WV (5-30) 


2 0 9 39g ap 2 
就 可 以 得 到 三 个 运动 方程 。 现 在 先 求 上 面 第 三 式 。 
aG _I 


2G A [2ging(—0%)+2y$+2Peo0s0] 
2p 2 


aV(w,y) 2F 937 27 9 


2p 2x 3% 29y 2 
因为 由 式 (5-28) 有: 
dx=alsin pad — cosysinbdg) -300+ 和 天 ag +95 a9 


二 一 inwsi —29g94+ .99 99 
ay ateos%ga0 二 singsinbgdy) 一 56020 十 gg dp tapay 
所 以 , 比较 0、 dg,ay 的 系数 , 有 : 
92_ osing, 2 ocospsing az _ 
36=sin », 295™ 4cos 纺 sin 0， 5 0 
ay 29y 9y (5 31) 
了 0 一 一 4608 幼 ， 3p™ sinysing, Er 
于 是 2G - 一 2F 成 为 
2 oy 
$bpsing+ eos0=0 (5-32) 
上 式 的 积分 为 | 
及 十 ooeosb 一 C (5-33) 


式 (5-33) 为 球 绕 x 轴 的 动量 矩 守恒 式 。 
将 式 (5-32) 平 方 , 然后 与 式 (5-29) 相 加 , 得 
EM (2 +¥) = 请 Mar{92 十 她 十 十 2% 汉 eos 6 十 
十 2sin6(2%5 一 0% 一 99) 十 …} 
可 以 看 出 ， 上 式 右 边 插 号 中 的 二 次 导数 项 完全 与 式 (5-26) 的 二 次 导数 项 相 
同 , 所 以 吉普 斯 函数 可 以 写成 
。155 ， 


G* 一斑 M (az 十 妇 ) {2 十 各 十 由 十 


十 26jeosb 上 2sinb(O80 一 区 六 一 095 
将 上 式 代 入 式 (5-30) 的 前 两 式 得 : 


Mgr+h) (G+ PYsing) —— 
，。 。。 | (5-34) 
M(a?+k) (Fpeos0—~0y%sind) = __27 


又 由 式 (5-31) 有 : 


【3 
9 497 Wo sin pO oon $9 ) 
W097 Dtoy 36 af sin ys 08 2 


V9 az 37 99 of eoay a sin yor Ns: 
Er EE 2g a( cosy rt sin Wa Sn 


将 上 式 代 人 式 (5-34), 得 到 : 
M(a:+k?) (0+ psinO) 一 a( sin 人 Cos 和 


| 


(2 十 12) (+oos0 — bysin 0) -a( eos# + siny 3 jsing) 


(5-35) 
式 (5-35)、(5-33) 和 (5-28) 五 个 微分 方程 , 可 用 于 求解 五 个 未 知 量 x 
90,9、 办 为 时 间 的 函数 。 但 是 这 个 问题 是 三 个 自由 度 的 问题 。 由 于 力 由 势 
函数 V(z, 9) 确定 ， 所 以 选 z, 9, 作为 主要 变数 是 最 适当 的 。 为 此 将 吉普 斯 
函数 再 化 成 用 这 三 变数 考 示 的 公式 。 由 式 (5-28) 可 解 出 ， 
a0=jsing—ycosy 
49sin0 一 一 2eos 幼 一 sin 幼 
将 上 式 对 时 间 上 取 导 数 , 得 : 
ab =isin$—YeosD+ (BeosP+ysiny)D 
40sin0 +ap0eos0 = —jeosy—Ysinyg (zsiny— yeos Pp) 
将 上 两 式 代 入 G, 得 


2 2 we 
G- 二 MU 人 2 3 ) (++09) , 


于 是 对 于 x.#, 阿 佩 尔 方程 为 : 
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2G rr jaN 2V 
20 _ 1 = 一 
2 人 ri 37 


上 式 最 后 一 武 成 为 什 每 式 。 从 上 起 看 出 , 球 心 的 运动 与 质量 形 集 中 在 C 的 质 
“a 的 作用 二 芭 守 全 相同， 在 力 是 球 心 C 位置 函 
1 十 乞 
元 


Ptz, 切 的 情况 下 .Ps 一 一 和 5， 配 = 一 5 可 简化 成 作用 于 C 的 一 个 合力 ， 


这 力 对 ws， 轴 没 有 力矩 ， 因 此 动量 矩 在 x 轴 的 分 量 I@ss=I($+9eos0) 守 
恒 , 如 积分 式 (5-33)。 
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第 六 章 ”利用 已 知 积分 的 降 阶 方程 


$6-1 利用 循环 积分 的 劳 思 (Routh) 降 阶 方程 
六 个 自由 度 的 质点 系 的 拉 格 朗 日 函数 L(49， 外 如 表示 函数 
L(g, CQ2， 9 gn; 91 92, 9 Gx; t)。 但 是 对 于 某 些 力学 系统 的 了 ， 可 
能 并 不 包含 全 部 广义 坐标 9 ga …、 gm 即 其 中 缺少 了 某 些 ge 现 
在 设 工 中 不 含 dd2…… Ys (s=N), 那 末 就 有 


aL _ ,, ~ 
了 ($=1,2, , 3) (6 1) 
但 按 拉 格 朗 日 方程 
a/9oL aL ， 。。 
人 器 )- 竹 =0 (i=1,2,.…, N) 
所 以 
a/oL 、 
(有 -0 (i=1, 2,., 8) (6-2) 
于 是 
p= 凶 =Bi( 常 量 ) (i=1,2,"…,s) (6-3) 


所 以 工 中 缺 去 的 广义 坐标 ， 都 有 对 应 的 运动 积分 一 一 广义 动量 是 
常量 。 由 于 这 种 重要 特性 , 我 们 称 工 中 缺 去 的 广义 坐标 1, go 
2 为 循环 坐标 (Cyclic-coordinate)， 或 可 遗 坐标 (Ignorable 
coordinate)。 

循环 坐标 这 个 名 称 的 来 源 是 这 样 的 ; 一 个 质点 在 有 心力 作用 
下 , 以 极 坐标 (0, 从 表示 的 工 就 是 不 包含 6， 而 9 却 具 有 循环 的 特 
性 , 因此 我 们 称 式 (6-3) 为 循环 积分 。 
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劳 思 于 1876 年 得 到 了 应 用 循环 积分 , 将 拉 格 朗 日 方程 降 阶 的 
方法 , 既 达到 降价 的 目的 , 又 能 使 动力 学 方程 仍 保持 拉 格 朗 日 方程 
的 形式 。 下 面 讨论 这 个 降 阶 法 。 

因 工 中 不 含有 gj gx …,g。 所 以 上 述 系统 的 工 的 形式 如 下 : 

L=L(g+, 9 (6- 仿 
于 是 由 了 工 =7 一 『 知道 , 式 (6-3) 是 各 的 线性 式 。 


Bi= 3 0 上 qi2921 “isGst Gistidstit dingGy 
(i=1,2,.., s) (6-5) 
式 中 各 a;; 仅 是 (9 gx; 区) 的 函数 , 假定 行列 式 


a2L 
9G194; 
那 来 我 们 可 以 自 式 (6-5) 解 Ci 22、 | gs 为 pb、 Ba Bb,, Gat, “> 
Gx, t 的 函数 : 


|=lasl#0 (i, 7=1,2, ,8) 


gi:=f;(P, Bb,, “"", 0 Gar ,Gn t) (6-6) 
现在 定义 
.9L 
R=L— ;二 一 ~ 
之 Qi (6-7) 


为 劳 思 函数 ， 我 们 应 用 式 (6-6)， 可 将 县 中 所 含有 的 2 d2、 9: 全 
部 消去 , 结果 号 成 为 . 
R=R(gs+1, gp (6-8) 
于 是 由 (6-7) 和 (6-8) 两 式 , 得 
6R=6L— S64 — 5068,= 
i=1 11 i=1 
”aR 2 9R,. 
一 一 一 6 了 
之， 9gr 9 之， ggr 人 


ea 了 59 w 


+ 王强 sp (6-9) 
但 是 , 由 式 (6-4 可 得 变 分 


sL= ab 4 ST Aon 4 SaL go 
> + 3 D4 
r=1 47 


r= 19 


将 上 式 代 入 式 (6_0), 移 项 全 状语 ,4 得 


Ny 
aR 3L IR aL 
于 ( 汪 - 辽 ) "+ 如 -站 jt 


+ 这 (器 +441)op.=0 


现在 变 分 Ogs+1\ "0*, Ogy, 09.:1、 "> Ogn, CO、 AP， 都 是 相互 独 
立 的 , 所 以 上 式 中 各 变 分 的 系数 必须 为 零 , 即 : 
3R 3L 38 3 


入 10) 


和 
d= 一 车- (t=], 2， 3) (6-11) 
将 式 (6-10) 代 入 拉 格 朗 日 方程 ,有 
da aR i _ 


上 式 的 形式 与 拉 格 朗 日 方程 形式 一 致 ， 但 只 留 下 足 标 了 为 s 十 1、 
s 十 2、…、 的 变数 , 所 以 达到 了 降 阶 的 目的 。 式 (6-12) 是 (N 一 s) 
个 二 阶 微分 方程 , 与 原 六 个 自由 度 的 拉 格 朗 日 方程 比较 , 减少 了 s 
个 二 阶 微分 方程 。 式 (6-11) 可 用 来 求 出 9、g、…、9 为 时 间 # 的 函 
数 。 只 要 把 式 (6-11) 两 端 积分 ,就 有 


qi= 一 | 入 和 i=,2,., 8) (6-13) 


*。 1I60。 


一 个 有 2 个 质点 的 质点 系 ( 包 
括 刚体 ) 绕 z 轴 旋 转 ， 如 图 6-1 所 
示 。 质点 mM; 的 坐标 为 : 


Zi;=7Tic080;, 乡 ;一 全 sin0,, 


ji =Fico0s0; -ri(— sin0,)b, 


Ys 一 个 sin bi; 十 (7; COs 0)6, 


Zi 一 Zi 
由 此 可 得 
1 。 。 。 1 。 ; 。 
T= 之 十 明 十 23 之 (6-14) 


从 上 式 看 出 ,动能 外 中 不 明显 包含 全 , 如 若 


=_V_ 就 9L .9 下 = 
Qe; 一 也 一 那 末 就 有 0, 36， (了 Vy) 0。 


于 是 6; 就 是 循环 坐标 。 应 用 式 (6-14) , 循环 积分 成 为 

入 = 入 一 mr 沪 一 (常量 ) (a) 
但 mr?6; 是 质点 mi 对 于 z 轴 的 角 动量 ,所 以 一 个 质点 所 受 的 力 车 
对 于 轴 无 力矩 作用 (@,= 0)， 那 么 这 个 质点 对 该 轴 的 角 动量 为 常 
量 。 只 要 6 一 0 的 条 件 满足 , 则 读 结 论 对 质点 系 的 任何 质点 都 成 
立 。 因 此 , 若 整 个 质点 系 无 外 力 和 振作 用 , 则 总 角 动 量 守恒 。 但 是 各 
质点 的 角速度 可 以 不 同 , 只 有 刚体 上 各 质点 的 角速度 才 相 同 。 

这 个 问题 的 劳 思 函数 为 


8=-Z- 二 0 地 =(T—7)— D6,(m,r?6,) = 


二 Simj( 训 + 次 一 Ed)( DC; }+ 
2 和 全 入 2 0 
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1、 ; 
十 本 之 :1r (7;0,) 2—V 


ri 


于 是 式 (6-13) 成 为 


__raR,_ 1 _ pt 
0,= | = [ea = 


上 列 结果 也 可 以 直接 应 用 式 (a) 求 得 。 
例 6-1 如 图 6-2 所 示 , 求 对 称 陀螺 在 光滑 水 平面 上 的 运动 [ 参 11(5)]。 
解 : 设 G8ns 是 固 结 在 陀螺 上 的 直 交 坐标 系 ,上 是 对 称 轴 , 原点 G 就 是 陀 


人 


图 6-2 图 6-3 


螺 的 质心 , 故 所 0 和 < 就 是 它 的 坎 性 主轴 。 它 们 的 主 惯性 第 为 4、B、O, 且 有 
4==B。 陀 螺 质 心 与 光滑 水 平面 的 距离 为 Lcos9, 所 以 陀螺 的 势能 为 
| : V=Mglcos0 


G 点 的 速度 为 世 (1cos9) = 一 6sinb, 因此 陀螺 的 动能 可 写成 如 下 形式 : . 


T=—3M(0sing): 十 去 (4o3 十 Bao; 十 Coa) 
将 陀螺 的 角速度 沿 za、 上 < 和 GN 轴 分 解 , 如 图 6-3 所 示 得 加 
@=pk+ pk + On 
再 将 @ 投 影 于 上 7、 轴 , 则 有 : . 
Os = = Phi phi + On 
=yYsingsin0+ bcosg 
。162。 


Oo =0° =k 闻 十 9R 了 十 gm 了 一 
=—peosgsing+0(— sing) 
O; 一 加 .天 一 人 天 十 9 kOek' = 
二 eos0 十 由 
于 是 . . . 
Aw: +Boy+Om: =A(Ysin’0+0) 十 Cgcosb 十 的) 
所 以 拉 糙 朗 日 函数 为 
LD Mlesin’0 t+ 3 Asin’d+) 十 二 C(geosg 十 区 ?一 
一 Jhggrecosb 
从 上 面 的 工 中 看 出 , 它 没有 包含 多 和 9, 所 以 这 两 个 坐标 是 循环 坐标 , 故 有 循 


环 积 分 : 
于 = 4gsin2g 十 Ceosb(yeosb 十 们 一 Cl 


99 
-Oeos0+9) 0 
于 是 , 劳 思 通 数 为 
R=L-—Y2L_p .3L 
9 


= 了 Clzsin2g 十 0 02 一 二 442sinzg 一 生 (geosb 十 们 :一 


一 Mgleosl 
= Mlsint0+ A 一 (0 C0 全 一 Mgleosg 
这 样 就 降 阶 成 只 包含 一 个 9 变量 的 五 函数 , 因此 只 有 一 个 0 方程 
a 3B 3 
dy 30 
即 


C 一 Caeosblo, 


a 2 2 2 
到 LI sin?0+ A)0]— (Mi?0?sinOcos0)+ A 


— G0 cos0— Mg! sin0=0 
事实 上 式 (6-15) 有 一 积分 , 相当 于 能 量 积 分 , 现 求 之 如 下 . 
将 式 (6-15) 乘 以 册 则 有 
。163。 


30 2 
即 
@/,9R 2R 2R 
(6 一 人 RG 980)=0 
或 为 
da/.2R aR 
A ELA 2 一 0 
A 
积分 上 式 , 得 
62R _ R=0, ， 
20 
或 
1 7 2 (CI 一 Coeosb0): CC 
FM sin20 十 4) +— Sap + 十 一 入 G+Mgleos0 = 0, (6-16) 
令 : 
C0S0 = 7, A= Moa’, C= Me’, 
20,— C= My Ci 一， CH 


因 ( 一 sin0)6= 必 所 以 式 (6-16) 乘 以 24sin*0 后 可 写 为 
a [+ 2) = (1— 4) — (yi! —y:2):—20gl7(1— 7’) 

于 是 
avVa + 《一 2 ) QT 


= 6-17 
(7 一 22) 一 ( 作 一 922)2 一 202977(1 一 ZX?) de ( ) 


一 # 二 大 
再 由 式 (6-13); 


_ [2 (C1— OC,c0s0) 
9 一 ea | A dt 


i Ec ea 


由 式 (6-17) 求 得 y 为 二 的 函数 后 , 代入 上 列 两 式 , 可 以 求 出 少 和 ;9。 


§ 6-2 利用 能 量 积分 的 惠 特 克 (Whittaker) 降 阶 方程 
1900 年 惠 特 克 仿 照 劳 思 的 方法 , 得 到 了 应 用 能 量 积分 的 动力 


»° 1T64。 地 


学 方程 降 险 法 [ 参 11(e)]。 由 式 (4-20), 知 能 量 积 分 为 
= h (4-21) 
4=1i 


式 中 工 为 拉 格 朗 H 质数 L(g 3 gw; G1 9 dr)。 注意 工 必 须 不 明 
显 包 含 1 十 是 我 们 可 取 任 一 个 广义 坐标 , 例如 取 91 来 代 起 t 的 作 
用 。 将 其 它 广义 坐标 对 9: 的 导数 记 为 


Ug 
7 一 一 7 一 2, 3， oN 
d jgi ( ) 


则 


1 一 四 de 20 or -2 3 ,。 
qr a ag Fr rq1 (7 2， 3， ,N) 


将 上 列表 达 式 代入 二 函数 中 , 则 工 变 成 一 个 新 孙 数 2: 
了 (bb la 8; G1 qz, ***, Qn) = 0 (G1, gs, 095 2 
q1, 2, ***, Gn) 
将 上 式 两 边 分 别 对 91, G1 《7 二 2, 3,…, NN) 和 g, (8 二 1,2,…, NN) 
取 导 数 , 得 ; 
2 39 ,20 324 39 3 
304 区 20 2 未 ( = 


Gg1 og1 


_99 g 
(6-18 
~ 6g1 -三 驳 ) 


ar _39 9g; _99 a (1 


(r=2, 3, …, N) 


di dqgr 9g, ggr 9dr\Gi/ 9 9g’ 
(6-19) 
27 39 本 ., _ 
7 (s=1,2,3,., N) (6-20) 
将 式 (6-19) 代入 式 (6-18) 中 ,得 
O NW ,a 
38 _aL ‘Gr 9L _SoL Gr (6-21) 


og of i 9g; Fogr G1 


现在 要 利用 能 量 积分 式 (4-20)， 把 9, 代 以 G19; (7 二 2, 3 …， 
W), 则 能 量 积 分 变 成 91、 48、 0、 93 91、4s、…、4w 的 方程 。 从 这 方 
程 解 出 G1 得 到 
G1=f (gq, *"*, Gx; qi, 2 ***, yn) 


将 上 式 的 刀 代入 式 (6- 2 中 , 3 季 所 形成 的 函数 称 为 惠 特 克 
国 数 , 用 爷 表 示 , 即 


W (gs, gs, “"", gw; 1, Gz， gx) = (6-22) 
di 
将 上 式 对 9 取 导 数 , 有 
W980_ 29 30) (6-23) 


| agr adr3g 9gr 59gr 
再 对 g; 取 导 数 有 


Wp 39 ,HQ gg _94) 
9g, gqad og! 29， (6-2% 
现在 为 了 简化 上 列 两 式 的 右 端 ， 利 用 式 (6-21) 和 工 二 9 将 能 
量 积 分 式 (4-2 了 ) 改 写 为 


ht -9 (6~25) 


将 上 式 看 成 是 91 对 q2、…、9y, 91、92、…、4y 的 隙 数 关 系 式 , 并 对 g; 
取 导 数 , 则 得 


93d 39 ,oF9 3d, 17 29 _39 | 99 39， 
dg 0 "! dF dgr “98.99 3g, Dd: dq, 
弃 去 两 端 共 同 部 分 , 上 式 简 化 成 


38 325， FR _199 


D0 0g 了 0 i Dg 
于 是 式 (6-23) 成 为 


aW 1 938 
一 一 6-26 
dgr qi 9gr ( ) 


*， 了 了 66。 


再 将 式 (6-25) 对 9 取 导 数 , 得 
24: 39 二 3 30， 329 _39 ,301 39 
gqr 991 9qg1 9qr dr9qg 9g: 94qr 9q1 
弃 去 两 端 共同 部 分 ， 上 式 可 简化 成 
39 3 39 _ 139 


gg 3g， 3g139 G1 Og 
于 是 式 (6-24) 成 为 


十 di 2 


dg, 9 og, 

将 式 (6-19) 与 (6-26) 比较 , 式 (6-20) 与 (6-27) 比较 , 得 : 

aW _ 27 aW _ 1 9L 

9g7r 99， 30， qd1 99， 

将 上 列 两 式 代 入 拉 格 朗 日 方程 

dearL aL 
MG, gq 
daW .IFW 


一 六 二 ”一 0 


W dr 4 39, 


aW _ 1 39 (6-27) 


0 (r=2, 3,*", N) 


或 


d aW aW 
LW WR (2, N 6-28 
dg 9&7 gqgr ( ) 6728) 


上 式 就 是 要 求 的 惠 特 克 方 程 , 不 中 只 包 禽 (9 …, 9 92 93， gm 
41)， 其 中 和 为 相当 于 时 间 # 一样 的 独立 变数 。 上 式 只 有 (CN 一 DD 
个 二 阶 微 分 方程 组 ， 达 到 了 降 阶 的 目的 (自由 度 由 叉 降 到 NN 一 了 D。 
我 们 可 以 联合 应 用 劳 思 方 程 和 惠 特 克 方 程 将 一 个 平稳 系统 的 
动力 学 问题 降 阶 。 
例 6-3 试 将 例 6-1 的 对 称 陀螺 在 光滑 水 平面 上 的 运动 应 用 惠 特 克 能 
量 积分 降价 。 
解 : 能 量 积分 为 


言 太 12besin2g 十 于 4( 入 sinz0 十 加 ) 十 二 C(%eosb 十 多 )? 十 fg1eosg 
一 
。167。 


将 


y=09" 和 p=0g’ 
代入 上 式 得 


0:[ Mlsin*0+ A(¥' sin:0+1) -+O(y’ eos0+ 9 )]= 
=2[h— Mgleos0] 


6-V/ 2(h— Mgleosd) 
MUl2sin 


20+A(W sin20 十 1) 十 CN cos0+ gg ) 
经 代 换 后 , 工 函 数 变 成 人 2， 


(a) 


(c) 


Q= 0 MIsin20+ A(Y' sin’0+1)+O(Y'cos0+g9')*]— 


— Mglcost 
于 是 刺 函 数 为 
本 =2 60Mlsin:0 + A sin20+1) +C(Y e080 9')?] 
20 
惠 特 克 方 程 为 


由 于 琴 中 不 包含 % 和 2, 因此 有 循环 积分 


4Y sin20 十 Ceosb(y eos0+ gg’) =O, | 
CY' cosb + gp')=0, 


_ /C1—C,.c080 
dp=( A) | 
_[C_ 1C 一 Caeosb 
ap=| 吨 (CF 本 )eos0 lao 
将 上 两 式 进 行 积分 , 得 
a Ocos0 Ig et 
Asin’0 4 1 


sing| 4 
_ CO: 一 Cicosb 
Asing to 


—1) 1 5 十 ai 一 


_CO ( (O01—C,co0s0) = 个 

2 一 | Asing 0d0=(T 
人 一 Coosb 

十 一 Ting 十 0z 


一 圭 )0:9+ 
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(g) 


(qa) 


(e) 


()) 


式 (g) 中 不 包含 时 间 , 所 以 这 两 式 是 用 欧 拉 角 表示 的 轨迹 方程 。 
应 用 式 (有 ) 可 将 式 (0) 中 根 式 的 分 母 改 写 为 
Ml2sin204+ A AW' sin?0 -CW' cos0+ gq’')’= 
Mlrsin*0+ A+ Asin’O( CT fe) + c( 3 一 
(CC 一 Ceosg)2 
Asin’0 


03 


一 Mi2zsin20 十 4 十 © 


二 


于 是 式 (0) 可 积分 得 
(OI— OC,¢cos 的 2 CC 


, V akpesinz6+4+ -一 十 
4sin320 C 
-一 一 一 -一 -一 -一 = d0 一 ww 25 十 
| Mh—~Mglcosb ® 


* TI69。 


第 七 章 ”哈密 顿 一 雅 科 毕 方程 


87-1 哈密 顿 偏 微分 方程 型 式 动 力学 方程 的 推导 
设 有 一 个 完整 系统 , 它 的 正则 方程 为 ; 


(i=1,2,., N) (4-94) 


它 的 解 案 是 求 出 9;、7; 为 时 间 上 的 函数 ,同时 也 包含 2N 个 任意 党 
数 O14、 Co、…、COzx, 这 些 积分 常数 可 由 初始 条 件 确 定 。 因 此 式 (4- 
94) 的 解 案 可 以 写 为 : 

gi=gi(t; Cy Cu ,C2n) 

pi=pi(t; C1, 02, ,C2n) | 
式 中 =1,2、3、"…、, 和 六。 我们 知道， 五 图 数 是 Di、P、…、2zr，91、 
92、"…、4xw 的 函数 ， 简 写 为 五 (9, ?，t)。 将 式 (7-1) 代 入 如 后 ,得 
五 (O3, COs,…, Ozw; 4), 简 记 为 H(C,t)。 于 是 

H(O,t)=H(9,p,t) (7-2) 
将 上 式 两 端 对 Ci 取 导 数 得 


9H 9g; +98 小 )- (- 小) 
入 -三 你 30;1 ap, 50) > D 禾 +% 牙 


或 改写 成 


(7-D 


但 由 隐 拉 天 次 国 数 定理 


。 170* 


Se = 和 = =27,+4 Tl (7-4) 


t=1 


和 式 (4-96) 
H=7,—T,+V 
所 以 式 (7-3) 改 写 为 
LS 2 -G27:+71- (7 一 2 十 从 = tt 
全 C ac; 


We pr _ 
-=a36. (7 (7-5) 
令 史 - 一 2 一 记 则 式 (7-5) 可 写成 
ee 
范 ( 盆 ) 82n 骂 
将 上 式 乘 以 50C;, 然后 对 j= 二 1、2、3、"…、2N 求 总 和 , 得 
2 9 /ds 9g, 
a -有 全 黎 oo 


但 . 
20 dq, 和 )s0; =5 (时 )-= 生 (55) 
所 以 (68) = -og 
积分 上 式 得 
68= Sp.0g.+0 (7-6) 
0 是 积分 常数 。 


将 27 个 CC …、Coy 分 成 两 组 ， 每 组 个 。 一 组 用 mw 表 
»。171° 


示 , 另 一 组 用 »; 表示 , 那么 式 (7-1) 的 第 一 式 可 写 为 

qi=9:(t, 0, 7) ($=1,2,.%, N) (7-7) 
由 式 (7-7), 可 解 出 pj; 二 7;(4;%, 引 ,代入 5S 中 , 则 

S(C, 1)=S(a, yt 三 Sa 1) 
所 以 全 的 变 分 可 写 为 


» N 
68= 5 60g, + 5 oa, (7-8) 
了 f=1 i | 


上 式 与 式 (7-6) 比 较 , 可 知 C= > 必须 为 常数 。 因 之 可 令 


和 一 pop， 为 常数 ,于 是 : 
25(g, o t) 
A 
di 
(7-9) 
Bp,=2 (9, &, £) 
3a， 
oai 和 称 为 正则 常数 (Canonical constants) 。 
因 
4S 28 gy DD, 
故 有 
人 
7 一 -对 (7-10) 
但 由 式 (7- 急 有 
272 十 和 一 人 > Pig 和 了 一 2 十 和 十 2 
t=l 
内 此 
SAY ， 
+Ts— TV=0 (7-11) 
ot 
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又 由 式 ( 生 96) 了 2 一 了 二季 三 如 (2 划 , 所 以 式 (7-11) 换 成 豆 后 , 再 
将 如 中 的 p, 换 成 35 ， 则 得 

os BAY 一 
2+A(9, 人 t)=0 (7-12a) 
上 式 就 是 要 求 的 哈密 顿 一 雅 科 毕 方程 , 或 更 明确 地 写 为 


as . 98 98 .33 .人 -0 (7- 
Fr+ A(9 9 ,GN F391 392 ,3 0 (7-125) 
例 7-1 求 行星 在 太阳 引力 场 中 运动 的 哈密 顿 一 雅 科 毕 方程 [ 参 
:2(g)]。 


村 


行星 轨 尊 项- 
PA 
0O!_. p 


> 一 -黄道 可 


人 


图 7-1 


解 : 如 图 7-1 所 示 , 以 太阳 为 原点 作 一 直角 坐标 系 , Oxy 作为 黄道 面 。 行 

是 的 坐标 为 (z, 2), 以 和 表示 行星 的 黄 经 了 EB, 以 9 表示 行星 的 黄 纬 69，0 
上 轴 穿 过 春分 点 1 那么 : | 

Z-rosN cos | 


zy 一 rsin4oeosD (o) 
z=7Sing 
于 是 行星 的 动能 为 
四 一生 (全 十 所 十 区 ) = (天 十 ecos20 生 士 六 ) 
沪 以 。 . 
p,m p= mr:cos20) A, ps= mr6 
行星 的 位 能 为 


73。 


7 一 一 人 
式 中 =G(m 十 mmo), mo 为 太阳 质量 ,现在 7 是 关外 .6 的 齐 二 次 式 , 所 以 了 二 
二 7,,T6 二 0。 于 是 有 电 =T 十 V, 故 得 
__1 Lm 
H(p, 9) =73% (srt nicosD 十 一)- 0%) 


7 
应 用 式 (7-125) 了 上 式 得 


名 + 于) + 十 7 贷 ) + + 起 委 分 ) |- -和 =0 (0) 


8$7-2 雅 科 毕 定理 
定理 :车 8(oia, 1) 是 偏 微分 方程 (7-12q) 的 任 一 完全 积分 , 其 
中 5 表示 成 时 间 上 和 广义 坐标 91、9z、…、 gx 以 及 人 个 任意 相互 独 
立 的 积分 常数 ol at、、ax 的 函数 。 那 么 不 论 使 用 怎样 方法 得 到 
的 全 积分 S(g,&,), 从 式 (7-12g) 得 到 的 下 列 方程 组 


98 (gq, %, 二 =p, 
Oe (i=1,2,., N) (7-13) 
aS(g, 0%, t)_ 的 
99i 
就 是 正则 方程 
j=38 
人 (i=1,2,., N) 
,__ 9H 
Pi 三 E72 
的 积分 。 
证 : 由 式 (7-13) 的 第 一 式 , 各 常数 ;是 相互 独立 的 , 可 解 出 
qi=qi(t, «, pb) (t=1,2,°%,N)Y :| (7-14) 
将 上 式 代 入 式 (7-13) 的 第 二 式 , 得 六 个 相互 独立 的 2 为 
pi=p;(t, a, DO) (i=1,2,., N) (7-15) 


将 式 (7-13) 的 第 一 式 对 了 时 间 t 取 导数 ,有 
。174 。 


HS < 38 ， 
Dat mg 0 


应 用 式 (7-13) 的 第 二 式 , 上 式 可 化 成 


3 22i9)= 一 oe - 
oc; + 对 5 一 0 (i=1, 2， ,AN) (7 16) 


把 式 (7-15) 的 9; 代 赫 方 程 (7-124) 中 的 -然后 对 mi 取 导 数 得 


2 ~ . 
98 438 9p; -0 (i=1,2,., N) (7-17) 


COE (j=1,2,%, N) (7-18) 
j=1 2 i 


因 pi\, P22、…、Ppw 是 相互 独立 的 函数 , 所 以 行列 式 


Tap; _ 9(p,, Ds, 的 的 Dx) 
90; ~ 9(g1, az … , Qn) ”0 
因此 我 们 可 自 六 个 线性 齐 次 方程 组 式 (7-18) 得 到 必须 条 件 
3 万 


Qa (J=1,2, ,NN) (7~19) 


上 式 就 证 明了 定理 的 一 半 。 
再 将 式 (7-13) 的 第 二 式 对 # 取 导 数 , 得 

p=_08 98 
PiT rags + 525 

应 用 已 经 证 得 的 关系 式 (7-19), 可 将 上 式 改 写成 

jp 328 3H FS 

Pi arag. + 世 强 30jac， 

又 将 式 (7-13q) 对 4; 取 导 数 , 注意 到 石 既 显 含 9,， 又 通过 了 2 而 隐 含 

Qi 所 以 


(i=1,2,., N) (7-20) 


。175. 


28 
3a28 强 + 三 强 27 _ (7-21) 


Fag + 797; gg 
但 由 式 (7-13) 的 第 二 式 , 3 和 -二 是 比较 上 列 两 式 , 即 
得 到 

b= i=l, 2 N) 
至 此 ,定理 已 完全 证 明 。 


§7-3 ”特种 场合 的 哈密 顿 一 雅 科 毕 方 程 

1. 五 不 显 含 时 间 t 
此 时 五 三 五 (2,9), 因此 
aH -7938s, ta 


十 S59 = Tp ET(—p)G=0 
所 以 吾 = 常 量 。 令 此 常数 为 @, 则 五 =a1。 故 由 式 (7-120) 得 
= 或 8S= 一 at 十 8， (7-22) 
式 中 Si: 不 显 含 it。 
2， 妃 中 不 含 某 0 


即 9 为 循环 坐标 ， 比 时 由 名 -=0 和 正则 方程 可 得 入 =0， 即 
p; 二 Qj(j 汉 为 常量 。 于 是 由 式 (7-13) 第 二 式 有 


a8 _。 
9g; M 
积分 上 式 得 
S=ajgi+ Bs (7-23) 
式 中 SN, 不 含 Gio 


3。 五 中 不 显 含 i 和 gq， 
结合 上 述 内 容 , 8 可 写 为 
。176。 


bd 


8 一 一 ait 十 ajgi 十 全/ (7 天 1) 
式 中 5' 不 显 含 i 和 qi。 
例 7-2 试 解 例 7-I 中 的 式 (c)。 
解 : 因 本 题 在 例 7-1 中 的 式 (o), 如 不 显 含 i 和 4, 所 以 按 本 节 , 由 式 (c) 有 
发 一 一 Cit 十 co 十 S (7, 0) 
将 这 咏 代 入 例 7-1 中 的 式 (c), 得 


or ll YY 1 afa3 Yl am, 
at 吉 |( 宪 ) teget 南 (多) | 7 =0 


, /og 
2mrai -二 272027 "(多 ) ( 药 ) 十 aisee20 (a) 


从 上 式 看 出 ,如 令 8'(7, 09) 一 Si(7) 十 Be(9)， 则 将 它 代入 式 (四 后 ， 即 得 
变数 分 离 式 


2 /as 
2 27 一 ?2 -| 一 | -一 2 
2I272Q1 十 217427 一 池 (9 ( 字 


上 式 左 边 是 7 的 国 数 , 右边 是 9 的 函数 , 两 者 相等 , 必须 等 于 一 个 常数 。 现 在 
令 它 等 于 2, 则 式 (e) 可 分 成 两 个 微分 方程 


即 


) 十 cs sec20 (e) 


天 (全 和 20mr: —2pmr + ai=0 (f) 
和 
( 穷 ) 十 Casec20 一 c (g) 
由 式 ( 了 ) 得 
Si=| V Iam am (h) 
由 式 (9) 得 
9 一 一 一 一 一 一 一 人 
5s,=| Mai—aisec:0d0 (i) 
0 
令 


R=2a.m7’+2um7 — oa: 一 0 
对 于 行星 一 定 可 得 到 两 个 实 根 7.、r?s， 并 且 令 71 是 较 小 的 一 个 根 ， 则 由 上 式 
得 : 
ee 了 77。 


; m 
7T1 十 7 了 2 一 Hm 
a 


1 ' (7) 
Cs 


2am 


7T17, 一 — 


由 上 式 可 知 7 7 是 ct as 的 函数 ,所 以 ri\ys 不 是 新 引入 的 常数 。 
因为 ru rs 都 是 正 数 , 所 以 由 式 ( 力 的 第 一 式 可 知 , ai 必须 是 负数 。 这 样 
RR 可 写 为 
VER-=V -Iam VG rr) 
R 只 存在 于 区 间 71<<7 志 ?7s, 事实 上 这 71 就 是 椭 贺 轨道 的 近日 中, 7; 是 远 日 距 。 
现在 应 该 确定 对 应 于 行星 坐标 (7, 4, 9) 的 三 个 常数 B1、 hf,、 8,。 因 : 


28 ‘98 28 
sab 了 = 5a.—h: 
和 
S=—Qt+ahAti+S(r) +S,.0) 
_28 _,, 981(7) 
(1) P=ss= tt ga 
应 用 式 ( 刀 和 注意 积分 下 限 7+, 是 ci 的 函数 , 故 按 积分 的 导数 公式 有 
29 了 dr 2 1 
pia tt) Sh Vian arma) 
上 式 右 边 末 项 为 零 , 因 7: 是 =0 之 根 。 于 是 
m 了 radr 、 
tt Taam | 了 (72—7) (Ek) 
当 行 星 经 过 近日 点 时 ,7 二 71 积分 为 零 。 这 个 时 间 表 示 为 t+, 则 
Pi+t=0 
即 7 一 一 让 
常数 71、7; 可 另 换 a.e 两 个 常数 . 表示 为 : 
7 一 (1 一 6) 
72 一 (1 十 e) | (2 
这 两 个 常数 的 意义 显然 是 4 为 半 长 轴 , e 为 偏心 率 。 
将 式 ( 四 代入 式 ( 站 得 : 
um 
CI 一 一 一 一 
2a (m) 


Qs—=mv ua(l—e?) 
*。 了 I783。 


要 积分 式 (到 ) 可 用 变数 变换 += 二 a(1 一 ecos 玉 )。 
当 思 ==0 时 ,> 一 ro 故 情 和 为 偏 近 点 角 , 于 是 : 


?7—ri=ae(1— cosE), TT.—r=ae(l+ cosE), dr=aesinBas 
因为 式 (有 成 为 
ELC 
1 一 C (1~ecosB)ab 
m 4 
对 上 式 积 分 之 ， 


Besing=2 rp) nl) 
上 式 是 著名 的 开 普 惑 方程, 其 中 


V2 
了 ovVm 


是 行星 的 平均 角速度 。 
将 上 式 与 式 (m) 的 第 一 式 联合 进 行 计算 , 消去 ws 即 得 4=x2as 这 就 是 
开 普 蔓 第 三 定律 。 2 


(2) 积分 2 一 bs 
因 S=—~at+aAi+s,(r)+S.(0) 
故 
398 28; , "see:gab 
b= & A «| Vaal 
2 -| sec2 0a0 
/Stee tg26 
要 上 式 积分 存在 , 被 积 函数 的 分 母 根 号 中 的 式 必须 大 于 0。 由 此 可 知 
lesl>1a,l 
放 可 令 
aaaitg’p (%) 
则 有 
df) 
A tgp/ 180 
er sin (15) {0) 
tg:p 
所 以 


9 了 了 79 。 


sin (4 一 6 ) 一 tgpctg9 
或 改 为 
sinAcosbcosB,—cosAcostsinBs= sin0ctgq 
上 式 乘 以 再 应 用 例 7~1 的 式 (o), 则 成 为 
yeospBs~— zxsinBs=zctgqp 
由 上 式 可 见 , 行星 的 坐标 (z, # 2) 恒 在 通过 原点 的 平面 上 。 
从 表达 式 sin (4 一 8 =tan getg g 看 出 , 当 09=0 时 ， 上 式 的 右边 为 0， 
即 sin (4 一 BB,) =0, 故 必 有 4 一 Bs 一 0" 或 180"。 前 者 为 行星 的 升 交点 , 后 者 
为 行星 的 降 交 点 。 如 将 升 交 点 的 黄 经 4 表示 为 Q, 则 有 | 
4= Ap， 
由 式 (0)，sin 最 大 值 为 1，, 因此 可 见 9 的 最 大 值 为 pg。 此 时 9 为 行星 罗 . 
道 面 的 倾角 $, 于 是 由 式 (?), 知 &3= a2eost 
或 
as=mV ua(l—e) cogsi 
2 _aSa(g) ,3Si(r) _ 3 
2c: | ga, 3a， 


-dr 
一 一 一 2 2 一斑 :一 一 
a 2a.mr’: 2um?7— a2 7 


(3) f= | Va a det 


CO 站 ar -SE) (py 


[3 
=~a | -< 
WJ Vai aiseoO VR 9a 


上 式 右 端的 末 项 为 0, 第 一 个 积分 用 了 表示, 则 


ee) 
7 -ce 人 cosgd0 | sin’ 
1 2 oN ai— Qi—a aisiniG » /7 /sn sin0 
二 (吓人 
. /sing 
= sin ‘(9) 
sin : 个 : 四 个 
而 由 图 7-1, 球面 三 角形 QNBR 中 有 7 一 SinNN@， 所 以 =NO。 
式 (2) 中 的 第 二 个 积分 表 为 I, 则 


7 「 ~ 
? /20am rv rer) (ra 一 7 


用 r+=a(1 一 ecos 吾 ) 作 变换 , 如 前 面 的 式 (i), 则 
“180. 


aE 


i 
Ts -Mie 1—eéecosB 


A 
| 
~、 
og 
Wie] 
| 
~ 一 人 


应 用 os 五 = 一 一 一 方 Sr, 则 上 式 成 为 
1 +( 馈 号 】 
一 一 一 -一 . 2 一- 
AT 全 sec mae 
le J 十 e 万 
90147 ze 
1 1l—e 馈 2 


rr 
令 。 地 二 =V 二 sg 亿 则 上 式 可 写 为 


fF a(ts#) 
-| 
五 .了 角 如 图 7~1 所 示 , 4 为 近日 点 ,6c 为 棋 圆 轨道 中 心 ，0O 表 示 太 阳 , 了 是 行 
昆 位 置 。 所 以 由 图 7-2 有 机 
P=NO—AQG=NA=@ 


(了 是 真 近 点 角 ) 


必 7-2 
0 表示 天 球 上 近日 点 离开 升 交 点 的 角度 。 
于 是 an az as 和 Pi, PBs, 6 都 已 求 册 ,汇集 如 下 : 


Lm 

Ci 一 一 上 人， 一 一 了 
一 5 Bi 

Qs= mv all—e’), Bi=% 


a=m Vua(l—e:) eosi, B= 
ssI181* 


对 于 平稳 系统 ， 由 87-31 ,5 人 一 一 01 一 一 ,所 以 哈密 邮 一 雅 科 毕 方程 


98 
+H(p,g) =—0 


成 为 
H(?p, 9) 一 召 

如 果 将 

pa 太一 下 

“ 2zi Drs’ 2ri 9¢ 
代入 上 式 , 将 它 作 为 一 种 算 符 , 作用 到 波 函 数 上 , 就 成 为 

H(z ee 二 zy) p=- 

上 上 式 就 是 波动 力学 的 莅 定 诲 方程 。 


了 32。 


第 三 篇 “力学 的 变 分 原理 


变 分 原理 上 共有 充分 的 普遍 性 ， 它 对 所 属 力学 中 的 命题 在 指定 
条 件 下 是 最 基本 的 ， 其 它 的 有 关 力 学 中 的 知识 都 可 以 从 它 用 逻辑 
推理 演 导 出 来 。 例 如 朗 道 (Landun) 等 著 的 < 力学 >, 就 是 用 哈密 顿 
最 小 作用 原理 作 基 础 演绎 而 成 的 。 在 一 门 科学 的 发 展 中 ， 把 它 归 
结 为 最 少数 的 原理 ， 这 种 意图 是 建立 在 审美 观点 和 追求 最 普遍 的 
自然 定律 的 基础 上 的 。 不 但 如 此 , 它 世 有 助 于 我 们 开展 新 领域 , 发 
现 新 事物 。 

变 分 原理 可 以 有 微分 式 和 积分 式 两 类 。 


第 八 堂 微分 原理 


$ 8-1 高 斯 最 小 约束 原理 
1829 年 数学 家 高 斯 导 得 了 最 小 约束 原理 : 对 于 某 t 时 的 间 一 
位 形 和 速度 的 一 个 力学 系统 ， 人 YE1， 2, 机 人 ) 的 函数 


0-32 m5 一 元 ) (8-1) 
对 于 真实 运动 的 C 是 最 小 值 。 

证 : 设立 是 真实 运动 的 加 速度 ，3# 十 全 是 约束 容许 下 可 能 实 
行 的 加 速度 ， 那 么 


了 8 了。 


AC = ml (十 A -2) -GE 二 ) }= 
= 地 2m (A2)? 十 台 (mi 一 下 ) A 


应 用 动力 学 方程 第 三 种 基本 形式 : (mj 一 了 )Az 二 0, 所 以 
AC=5Em(AD): >0 


除非 A% 二 0。 定 理 证 毕 [ 参 3(e) ]。 

现在 来 说 明 C 的 物理 意义 。 设 一 个 力学 系统 的 某 质 点 mi 在 
t 时 的 位 置 在 用,, 经 短 时 间 r, 如 无 力 的 作用 , 将 沿 w 运动 到 4 
得 位 移 w…z, 如 图 8-1 所 示 。 由 于 有 主动 力 义 , 作用 , 质点 经 过 时 间 
z 后 运动 到 B, 位 置 , 其 位 移 为 


NB,=%v, r+ ? 


但 是 由 于 尚 有 约束 力 N, 的 作用 ， 
真实 位 移 为 


MC,= DT 十 er 


将 上 面 两 式 相 减 得 

一 -> 一 一 一 一 > 

B,C,= M0; — MB 
但 

N, 二 兰 , 二 15, (r=1,2 N) 
所 以 


N Ar2 Nx 
= > =2 BE mE (8-2) 


如 果 质 点 mr 有 任意 假想 可 能 位 移 BC， 那么 高 斯 原理 肯 肯 
184 。 


定 了 
1 2 
0 -2772 mB >0 
关于 C 一 定 比 C 大 的 理由 可 说 明 如 下 : 
一 一 > ， 一 -> ”一 一 > 
设 MO 是 约束 许可 下 的 虚 位 移 ， 由 图 3-1, BC+= B.C; 十 
——> 
C0 。 将 此 式 两 端 平方 , 得 
2 2 > 一 -> 
BC =B,C, 二 2 BO OO 十 OO 
于 是 对 虚 位 移 的 C', 有 
1 马 2 2-< A A 
C = mr BO 一 Zm; (BO, 十 2B;C CCr 十 CC ) 二 


T4 


4 万字 万 这 2、 A 
= C 十 二 2 BC，CO, 十 二 Zr CrOr 


但 
Em BO 070 = Sm, (六 ) ow, = 
== 写 区 ,一 外) ,6xr=0 [应 用 式 (3-3)] 
所 以 
0'=0+3 Em 00r>0 
因为 


和 Sm C0™>0 

由 于 0 与 N, 有 关系 式 (8-2)， 
所 以 这 原理 称 为 最 小 约束 原理 。 

高 斯 原理 对 于 求解 动力 学 问题 很 
有 用 处 。 

例 8-i Atwood 机 械 一 一 如 图 8-2 所 图 8-2 
示 , 大 小 两 物 块 的 质量 为 用 mm, 以 不 能 伸 长 的 柔 索 连接 , 而 柔 索 跨 在 光 清 而 且 

。185°。 


很 轻 的 定 滑轮 上 , 求 其 加 速度 a。 


解 : 因 C=#{M(a~ 9)? 二 +m( 一 4 一 -9 
故 = Ma DD—m(—a—g)=0 
解 得 
a=M=m 
十 mw 


例 8-2 人 
解 : 0=3[Mw,+ mt{(wacosa—w,)?+ (wasina—g))] 


20 
Dips 
20 

20:4 


=Mws+m(wracos& — wa) (—1)=0 


=m(wacos a—ws) cosa+m(w.asina—g) sing =0 


(M+m) sina g, ws= 了 2 msin2a 
M+msin’a 2 M+msin?a 

例 8-3 如 图 8-3 所 示 , 一 个 水 平 放置 的 圆 盘 , 半径 为 w 质量 为 1 这 图 
盘 可 绕 穿 过 其 中 心 的 铅 垂 轴 转动 。 今 在 其 边缘 上 一 点 作用 一 切 向 力 环 ,试用 
最 小 约束 原理 , 导出 动力 学 方程 Fa Je。 

解 : 将 力 到 的 作用 点 处 的 小 质 块 Am 与 圆 盘 分 离 。 如 不 考虑 (分 布 力 ) 
重力 , 那么 型 一 Am 的 圆 盘 无 主动 力 X 作用 ， 而 质 块 Am 则 有 力 F 作用 ， 所 
以 ， 


要 4 二 


c= 十 Sm 一 2) 一 


一 0: 十 Cs 一 了 mrte) + 十 于 Amla 


工 

2 

1 2 1 

= 万 Jez 一 pe 十 工 3 Km fo, 
是 


动力 学 方程 为 


930 _ Je—ar=0 
De 


。I86 。 


8$ 8-2 赫兹 最 小 曲率 原理 


1894 年 出 版 的 赫兹 著 的 < 力学 原理 > 中 提出 了 以 高 斯 原理 为 
基础 的 最 小 曲率 原理 : 服从 平稳 约束 . 生 无 主动 力作 用 的 质点 系 ， 


A -~~ 
ove ~ 


证 ; 因 立 ,=0, 所 以 由 式 (8-1) 有 
1 » 
C= mi 
r=1 


按 高 斯 原理 , 这 C 值 对 真实 运动 为 极 小 。 令 总 质量 之 .mt 一 到 ， 作 
和 


变换 和 = rz, 则 


1 “0. 


在 六 维 空间 中 的 弧 长 ds 定义 为 as 一 了 05， 则 代表 点 的 束 
度 为 


3 =~ st 
3 2 
仿照 三 维 空间 曲率 的 定义 : 太一 了 (富生), 则 思维 空间 的 曲率 


2 


定义 为 


,187。 


因此 
c- 攻 (多 Er 82 1 给 rs) 


由 于 不 受 主动 力作 用 , 质点 系 的 总 动能 不 变 , 所 以 代表 点 的 动 
能 地 M6? 为 常量 , 即 5 为 常量 。 因 而 #= 0。 于 是 上 式 变 成 


2 


由 上 式 可 知 , 当 C 为 极 小 值 时 ,也 是 极 小 。 至 此 原理 得 证 。 
赫 效 的 概念 是 将 牛顿 惯性 定律 扩充 到 质点 系 不 受 主动 力作 用 
的 情况 。 


第 九 章 积分 原理 


8 9-1 哈密 顿 原理 
及 L 是 学 过 变 分 学 的 都 知道 , 如 图 9-1 所 示 , 在 通过 Oxy 平面 上 
两 个 固定 点 Po (zo,，80)、Pi(z1， 胃 1) 的 一 切 曲 线 9 二 f(z) 中 、 能 使 
积分 


(9-1) 
为 极 值 的 曲线 ， 
daF ap _ 
元 加 -加 (9-2) 


上 式 称 为 欧 拉 方 程 , 式 (9-1) 中 函数 刀 是 .外 名 的 已 知 函 数 。 式 


9- 人 中 的 包 一 到 。 i 
将 式 (9-2) 与 拉 格 朗 日 方程 
4 ah aL . G9-3) 


比较 ， 可 以 看 出 (9- 力 和 (9-3) 两 式 ， 只 要 将 变数 更 的 ze 


"789 . 


Pe 一 >L,y<>g, 就 可 以 从 式 (9-2) 得 到 式 (9-3)。 由 此 可 见 ,力学 
中 的 拉 格 朗 日 方程 ,也 可 以 从 
2=| LGU, gd (9-4) 
为 极 值 的 条 件 得 来 .在 变 分 学 中 , 求 泛 函 的 极 值 问题 , 可 由 式 (9- 人 
的 一 次 变 分 为 符 得 来 ， 其 表示 式 带 写成 
| 让。 Ldat=0 
“对于 多 自由 度 的 保守 力学 系统 | 
| L=L(G, 2, "°°, Gn; 1 a, gn; t) (9-5) 
从 加 时 过 点 (go ge go … gao 到 五 时 过 点 (gg …, qx) 的 
所 有 曲线 (91, gs …， gw) 中 能 使 


oo], Ldt=0 (9-6) 
的 那 一 条 曲线 上 的 工 函 数 ， 必 满 足 拉 格 朗 日 微分 方程 组 


=0 (=12…N) (9-7) 


现在 直接 推导 如 下 ;因为 二 、t: 固定 ， 所 以 积分 的 生 下 限 不 
必 进 行 变 分 而 有 


小 Za sdi = 上 六 ( 弛 中 二 生 0qrjat = 


i 六 - 
-人 SEN ob» or = 
-| EL [六 ag, “dg; Wgrl|et 


to y=1 


Ny 
a | g 37 ob 
-党 袜 革 束 - 训 ja 


?=1 


由 于 to, ti 的 ros dr1 国定 ， 所 以 6dr| 一 0， 59 一 0 因此 二 起 
的 第 一 项 为 零 ， 而 留 下 


,190。 


1 nd aL 2L 
9| Lat=—| > 2 | 
to 10 7 dt 9g, dq; 


a 


从 上 式 可 见 ， 当 式 (9-77 成 立时 , 则 有 6|L24 0。 反之, 由 9j "Lat 
=0， 则 由 于 各 64 的 相互 独立 性 ， 上 式 积分 中 的 被 积 函 数 必须 为 
零 , 这 便 得 出 拉 格 朗 日 方程 。 
因此 , 保守 力学 系统 的 运动 规律 , 可 由 
5 Lai=0 


得 来 , 这 就 是 哈密 顿 原理 (1834 年 ) 。 
哈密 顿 原 理 也 可 推广 到 非 保 守 系 统 , 在 此 讨论 从 略 。 
哈密 顿 原 理 不 但 是 把 力学 包含 在 一 个 极 值 化 的 原理 中 ， 而 且 
可 以 推广 到 新 的 科学 领域 中 去 。 例 如 在 电动 力学 中 ， 


-11171134 "1 :Aj_ 
|| 去 3 tvp) 去 (cunlA) + 全 pp lar 


就 可 以 从 [Lt 的 一 次 变 分 为 零 ,得 到 电动 力学 的 基本 方程 一 马 


克 思 韦 尔 方程 组 [ 参 7]。 
” 拉 格 朗 日 方程 的 成 立 使 积分 (9- 人 为 极 值 , 然而 究竟 是 极 大 卸 
或 是 极 小 值 y 这 要 看 两 个 端点 (tu qo) 、 (iu 90) 在 (二 作 平 商 上 的 
位 置 的 远近 而 定 。 老 把 一 点 (to， 
gyo) 固定 , 从 这 点 出 发 而 另 作 其 它 
一 个 邻近 的 真实 轨迹 。 当 两 者 在 
始点 的 交角 9->0 时 ; 这 两 个 真实 
轨道 可 能 相交 于 另 一 点 B。 这 BK 
点 称 为 动 焦点 (Kinetic focus)， (10,g0) 
如 图 9-2 所 示 。 如 果 ( 如 ,90 点 在 图 9-2 
B 点 之 内 ， 则 可 以 证 明 该 积分 是 极 小 值 ( 参 9) 。 


» I9 了 。 


$9-2 莫 培 督 (Maupertuis) 一 拉 格 朗 日 最 小 作用 原理 
3944 年 英 培 督 为 了 用 微粒 说 来 理解 光 的 本 性 , 因此， 他 想 用 
一 个 质点 的 运动 来 解释 光学 中 著名 的 弗 马 特 (Fermat) 原理 , 于 是 
他 得 到 了 对 于 一 个 质点 的 最 小 作用 原理 : 对 质点 的 其实 汉 动 六 说 


~> 
ohd Te 


及 尽 且 共 已 轩 谍 且 俯 必 比 抄 起 外 丰 饮 人 六。 


欧 拉 理解 莫 培 督 发 现 这 个 原理 的 重要 性 , 并 想 给 予 严 格 证 明 。 
但 他 只 对 质点 在 中 心力 场 的 情况 作 了 证 明 。 直 到 1760 年 , 才 由 拉 : 
格 衣 日 给 出 了 严格 证 明 并 加 以 推广 。 

以 表示 力学 系统 的 总 动能 ， 则 下 列 函 数 称 为 控 格 明日 作 
用 量 : 


可 4 3% ， 
8=| 27at=| Smit -9 
拉 格 明日 原理 : 区 各 力学 两 相形 @ 么 和 8 之 同 


re 和 ww 
A -~~— 


十 让 不 往 风 开 bE 


而 的 原理 可 用 加 学 下 为 
A| 2Tdt =AS=0 (9-9) 
式 中 A 是 全 变 分 记号 , 它 与 等 时 变 分 6 不 同 。 现 先 证 明 如 下 ; 
因 广 义 坐 标 9 是 时 间 上 二 的 函数 ， 所 以 4 的 全 变 分 可 以 分 为 两 
分 , 一 部 分 是 等 时 变 分 5, 另 一 部 分 是 由 时 间 的 变 分 At 而 引起 


的 变 分 5 At ,所 以 
四 | _ wo 


© 在 相 空 间 (g， ga, gN; 00022 … pw) 的 位 形 用 “相形 ”这 个 术语 。 
. 192。 


上 式 对 任何 时 间 函 数 g 都 适用 。 车 将 其 对 上 取 导 数 , 则 有 


dg dsSr EIAraad _ 
天 各 tt a a (39-1D 


又 依照 式 (9-10)， 用 名 代 g, 得 


dq _ 8d9 29 
A -0% +a! 


6 和 .是 可 以 交换 的 (附录 ID, 因此 将 上 式 代 入 式 (9-11)， 


dgAd dd - 
有 + (9-12) 


当 第 Atz0 时 ,从 上 式 可 以 看 出 ,多 和 人 是 不 能 交换 的 。 对 时 间 本 
身 , Ad 和 4At 没有 区 别 。 


.现在 证 明 拉 格 朗 日 原理 如 下 ; 
将 拉 格 朗 日 方程 
d aL 3L 四 
下 入 一 入 一) (7=1,2,., N) 
乘 以 Ag 然后 对 六 个 方程 求 总 和 , 得 
xd 37 ob, 
但 
Qa/aL\,, dad/2L gL ad、 
A Er er Er 
= 2/9LA0 YN_9L/ A dg 9 ) 
一 元 守 Ar) 其 (4 Wt mt 


现 将 上 式 代入 式 (9-13), 移 项 并 交换 于 和 了 的 次 序 ,得 


s 93 了 3。 


do/ab \) ya ,al 中 La 
> ( 产 A)- 二 (入 ov +ag A 十 3 人 
: (9-14) 
由 于 是 平稳 系统 , 工 是 9,、 4; 的 函数 , 故 


向 
OL A arA Ar _ Am VY Arom = 
(gt )=AL=AG yV) =A[2T— (THV)] 


一 A27 —Ah= A2T 
因 总 机 械 能 二 T+V 二 常量 , 又 因 平稳 系统 的 TP 是 6; 网 两 次 齐 函 
数 , 应 用 欧 拉 齐 次 函数 定理 , 有 
aL,_ 37， 


30， dr 一 BR 二 2 了 
于 定式 (9-14) 可 以 写成 ^ 
d/w LA AN d 
SG(E 医 A)= A(27) +2T A 


将 上 式 乘 以 三 , 然后 自 0 到 上 积分 ,得 
aa =| AC27) dt +| 27a (ht) = 


=| A(2T) 于 +| 2TA(d) =| Acza) = 
0 下 7 0 0 hn : ~ 2 
= 人 A | ,27 = AS 
但 因 Aq,| 一 0, 所 以 AS 一 0, 得 证 。 
对 于 一 个 质点 , 令 ds 是 质点 在 路 径 上 的 弧 元 ， 那么 莫 培 督 原 
理 可 写 为 . 
二 加 : gs 2 加 
AS 一 A| mo =A| “使 ) d=A| mds=0 
或 . 
A|， vas=0 (9-15) 
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十 七 世纪 法 国 数学 家 弗 马 特 得 到 一 个 光线 进行 的 原则 ;， 即 光 
线 在 空间 中 自 Po 至 Pi 所 经 过 的 路 线 与 其 它 可 能 的 路 线 比 较 ， 真 
实 路 径 所 经 过 的 时 间 最 小 。 用 公式 表示 为 : 


Digds _ _ 
| 全 -0 (9-16) 


式 中 必 是 光波 速度 ， 它 随 空 间 中 介质 的 折射 率 ”而 变 。 把 光子 视 
为 粒子 ,比较 上 两 原则 ,知道 2 与 志 有 一 比例 关系 为 


ooc 工 
wu 


通过 这 个 关系 , 式 (9-15) 和 (9-16) 成 为 同一 原则 。1924 年 法 
国 物理 学 家 德 布 罗 意 (de Broglie) 按 照 这 一 光 和 粒子 的 平行 关系 ， 
提出 了 物质 波 的 理论 。 该 理论 是 1926 年 苹 定 调 进 一 步 建立 “波动 
力学 "的 先导 。 


§9-3 最 小 作用 原理 的 雅 科 毕 方程 


由 于 保守 系统 存在 着 能 量 积 分 7-V=h 式 中 有 是 总 机 械 能 ， 
它 是 常量 。 所 以 


om 2 dsi\? 
2(h 站 =27-mvi- mn 和) 


由 此 得 
_V2Emidst 
/2(h—V) 
于 是 有 


s=| 274=| VIG-DV Ta (Lin 
如 果 改 用 广义 坐标 

3n Ny 
2%—V) Dm (ds)’ = Sardgdg, 


195+ 


把 Saigig,— -do 


看 成 六 维 (95 4.,…,9x) 空间 中 的 弧 元 gz 的 平方 ， 则 成 为 通过 
4.8B 两 点 的 路 径 积 分 , 因此 式 (9-17) 可 改 A 为 6, 即 


68= o|; do=0 


也 就 是 完整 系统 在 保守 力作 用 下 的 一 般 运 动 ， 可 以 看 成 是 思维 曲 
线 坐 标 空间 黎 曼 (Riemann) 空间 中 沿 短程 线 运动 的 问题 。 这 样 ， 
用 曲面 上 的 短程 线 的 几何 观点 来 叙述 力学 原则 , 消除 了 力 的 概念 
这 种 因 想 ， 爱 因 斯 坦 曾 应 用 于 广义 相对 论 上 。 在 引力 质量 与 异性 
质量 等 价 的 前 提 下 , 把 质点 在 重力 场 的 运动 , 同样 看 成 是 求 四 维 曲 
率 空间 的 短程 线 问题 。 因 此 ， 他 成 功 地 解 凑 了 天 文学 上 水 星 近 自 
点 的 每 一 百年 移动 43” 的 问题 。 

对 于 一 个 质点 在 势力 场 (2,y,z) 中 的 运动 的 雅 笠 府 方 种 文 
可 写 为 . ， 


6 a TET 
弗 马 特 原则 可 写成 
sat, y, 2)ds=0 


式 中 4(z, y,z) 是 折射 率 。 比 较 上 列 两 式 , 可 知 若 使 1 
M(x, Y, 2)=~M2Lh—V (x, y, 2)] 

则 一 个 质点 的 力学 问题 ， 可 以 当 作 一 条 光线 的 几何 光学 问题 来 求 

解 ;反之 , 几何 光学 的 路 线 问题 , 也 可 以 当 作 质点 力学 问题 来 求解 。 
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第 四 篇 “对 于 求解 动力 学 方程 
有 关 的 分 析 力 学 知识 


第 十 章 变换 理论 


由 于 直接 自 第 二 编 得 到 的 一 般 动 力学 方程 , 往往 其 难 求解 , 因 
此 利用 变换 的 方法 , 使 它 变 成 一 个 较 易 求 解 的 微分 方程 ,是 迫切 需 
要 研究 的 问题 。 在 8 4-11, 我 们 曾 讨论 过 接触 变换 , 现在 进一步 作 
更 广泛 的 研究 , 但 仍 限于 讨论 正则 方程 的 变换 。 


8 10-1 正则 变换 及 其 群 性 


设 有 一 个 以 动力 空 煞 2 IT2s***°\ dw, Pis ‘“*\ Py 来 描述 的 力 
学 系统 , 它 的 动力 学 方程 为 下 列 正则 方程: 
dag, 9H 


dt op 

dp, 9H 

au dg 
现在 要 将 动力 学 变数 变换 成 另 一 组 新 的 动力 学 变数 : Q1!、9:、…、 
@w Pi,Ps、…、Py, 而 原 力学 系统 用 这 组 新 变数 表示 的 动力 学 方程 
依旧 保持 下 列 正则 方程 的 形式 : 


dQ, 3 万 
a op, 
dp, oH 
df 90, 


(7=1,2,., N) 


(7=1, 2 N) 
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式 中 疡 (@, P, 1) 系 由 有 (4,?, b) 经 变换 而 得 ， 这 样 (4, p) 下 (8, P) 
7 = Pr (gb 3 "Iw? 01 Pes ***, Pn; £) 
P,=Pyn+r(q1, ga Yn; D1, pe, ***, Pn; ) 
称 为 正则 变换 (Canonical transformation), 
为 了 上 述 变换 是 可 逆 的 , 必须 满足 下 列 的 雅 科 毕 式 ， 


a9(Q1, 2, "> Wn; Py, Pp,, 的 Tw)_ox0 (10-2) 
9(g1, 02 gw; Di Ps, ***, Py) 


不 仅 如 此 , 为 了 保持 度量 制 不 变 ， 我 们 限定 C=1。 具 有 这 样 条 件 
的 正则 变换 , 不 但 仍 能 实现 正则 变换 的 优点 , 而 且 在 应 用 上 更 为 方 
便 。 例 如 刘 维 定理 成 立 ， 对 于 保守 系统 ， 变 换 后 机 械 能 数值 不 变 
(由 于 五 /=B1, Ho= Bo, 所 以 BB 二 0), 等 锋 。 
我 们 可 以 从 正则 方程 得 到 哈密 顿 原理 。 反 之 ， 从 哈密 顿 原 理 
| ZW =0 


也 可 以 导出 正则 方程 。 换 名 话说, 要 说 明 自 (4, 2) 一 (@, P) 是 正则 
变换 , 只 要 证 明 


a] L(g,G, 0D) -| (Zp,G—H) B=0 (10-3) 


| (10-1) 


和 
5 人 zc, O, 2 (EP,0,—H)d=0 (10-4) 


两 者 同时 成 立 。 亦 即 对 时 间 积 分 后 ， 两 者 差 一 g 和 @ 的 任意 函数 
玉 (g, 9, 轧 的 全 微分 


[Ep —H(g, 7, 中] 一 [P,G, 一 将 (@,P, 1)] = Wg, 9, t) 

(10-5) 

式 中 下 (gq, 8, 切 为 任意 函数 , 称 为 母国 数 (Generating function)。 
因为 上 式 对 时 间 t 积分 后 成 为 
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| dW =W (gi, Qi; £1) —W (go, Qo, 10) 
由 于 上 式 的 右 端 是 固定 数 , 所 以 


sf dW =0 
因此 式 (10-3) 和 (10-4) 同 时 成 立 。 由 此 式 (10-5) 可 改写 为 
. ,~ WW, We 
比较 等 号 前 后 各 项 的 系数 , 可 得 : 
aw 
并 
__ 区 
” ac， 
HF=H+ (r=1,2,., N) (10-6) 


由 上 面 的 第 一 式 可 解 得 9, 由 第 二 式 可 解 得 P, 而 从 最 后 一 式 求 出 
新 哈密 顿 函 数 六 。 

设 正则 变换 7) 将 (9 8) 下 (8, P)， 正 则 变换 Ts 将 〈@, PP) 一 
(8',P')。 则 (4, P) 一 (Q',P') 的 变换 记 为 TT, 称 为 正则 变换 的 合 
成 。 显 然 T,7; 是 使 (9,7) >(8',P') 的 正则 变换 。 又 由 于 式 (10-2) 
成 立 , 所 以 任意 一 个 正则 变换 的 逆 变 换 也 存在 。 另 一 方面 4->4， 
?>2v 就 是 全 同 变换 ， 当 然 它 仍 是 正则 变换 。 有 了 以 上 三 种 嫩 
(Group) 的 基本 特性 , 我 们 知道 所 有 正则 变换 成 为 一 “ 群 。 


8$ 10-2 四 种 不 同 母 函数 的 正则 变换 
选 琴 为 9、@、 上 的 国 数 并 不 是 必须 的 。 现 在 ‰、D.Q、P、 上 共 
(4 十 了 ) 个 变数 , 它们 被 2V 个 变换 联系 着 ， 所 以 其 中 只 有 (2N 十 
了 ) 个 变数 是 独立 的 , 因此 母国 数 可 取 下 列 四 种 不 同 的 形式 : 
Wtg, (4 i)， W,(g, Db, i), W,(y, %, i), 厂 4(2?， 卫 ， 1 
»° 了 了 99 。 


其 中 玉 1(9,8, b) 已 于 上 可 讨论 过 , 现在 只 讨论 后 面 的 三 种 。 

1， 仇 ,(g, P, 4) 为 母 函 数 

令 Wlg,P,t)=Wi(g, 90,1)+2P.0, (10-7) 
以 此 刺 , 代入 式 (10-5) 的 本 ,得 


Ep,0,—H=EP,0,— 失 + [WTP,0,]= 


=— E09,P,—B+oN: 5 (3 G+ 疡 ) 


at aq， 3P， 
比较 上 式 的 系数 , 得 : | 
_ 39 本， 
pr 一 agg, 
_ a9W, 
9,=5p- 


(r=1,2,.", N) (10-8) 


aWs, 
3 
由 上 面 第 一 式 可 求 得 P, 再 由 第 二 式 求 得 @。 
2， 琴 a(D,@ 轨 为 母国 数 . 
令 Ws(p, 8, 1)=W,—29,9, (10-9) 
以 此 环 : 代入 式 (10-5) 的 下, 得- | 


Tp,G,—H=EP,0,—E + [Ws (2, 8, t) + 之 pqr] 


二 =H+ 


或 
-E92 —H-2Pp.0.—B+| +2 (Ppt 0)| 
比较 系数 , 得 ; 
1 _w 
P,= -30 (10-10) 
HE=H+O 
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由 上 面 第 一 式 可 求 得 8, 再 由 第 二 式 求 得 P。 

3 了 研 4(2, 了 P, 晴 为 母国 数 

令 Wlp,P,t)=W,(g,0Q,t) +EPQ,—2p,9, (10-11) 
以 wi 代 入 式 (10-5) 的 w, 得 


Fp,9,— H=EP,0,—B [WEP0,+ Epg] 


即 
. 一 > _ 广 aW, aW, . dW | 
—2Zgp.—H= QP, B+| 天 十 之 ap, 十 之 ap, Pp, 
(10-12) 
比较 系数 , 得 
-_9W, 
0 gp, 
_aW, 
疡 aW:; 
H=H+— . 


习题 3， 求 证 琅 , 一 2g.P, 是 全 同 变换 的 母 函 数 。 


注意 : gr 和 + 有 关系 式 ?= 3 ， 所 以 9 和 2 必须 同时 变 
换 成 另 一 对 8, 和 P,。 在 以 上 一 切 变换 中 , pvd, 结合 在 一 起 ， 这 就 
说 明 动力 学 上 要 求 的 变换 式 ， 应 该 保持 这 种 重要 的 力学 特性 。 所 
以 动力 学 所 要 求 的 变换 可 以 在 妨 维 的 g 空间 施行 。 而 2X 维 相 空 
间 的 正则 变换 不 同 于 2N 维 空间 的 一 般 变 换 。 前 者 2N 个 变数 可 
以 分 成 二 组 ,每 组 变数 各 为 ， 而 以 正则 方程 联系 着 。 施 行 正则 
变换 时 , 并 不 是 每 一 对 共 稀 动力 学 变数 都 要 变换 , 我 们 可 以 只 变换 
其 一 部 分 , 而 其 它 保持 不 变 , 例如 我 们 可 以 只 变 其 一 对 [ 参 16]。 
有 许多 力学 问题 的 工 , 因 之 囊 , 并 不 包含 时 间 t， 在 这 种 情况 
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下 , 选取 的 厂 亦 无 需 含有 t， 于 是 一 0, 因而 及 = 外， 式 (10-12) 
变 成 

> (gdp,— QaP,) =4W 
上 式 就 是 第 二 编 中 (4-127) 所 定义 的 接触 变换 。 


$10-3 正则 变换 群 的 子 群 一 一 马 蒂 龙 (Mathieu) 
变换 和 点 变换 
对 于 正则 变换 
EP,aQ,— Zp.dqg;, =dW 
车 矿 =0, 显然 也 是 一 特殊 的 正则 变换 , 此 时 
ZP,dQ,= Zp,dq; (10-14) 
这 种 变换 首先 由 马 蒂 厄 于 1874 年 所 研究 。 这 种 歼 =0 的 正则 
变换 也 成 一 群 , 显然 它 是 一 般 正 则 变换 的 子 群 。 
车 Q@ 单 独 由 4g 决定 、P 由 p 决定 , 那么 这 种 变换 称 为 增 广 点 变 
换 (Extended point transformation) , 增 广 变换 的 变换 式 为 : 
QO 
P,=P.,(7) 
如 果 9,(4) 和 P,(p) 是 线性 函数 ,那么 这 种 变换 称 为 增 广 线性 点 变 
换 (Extended linear point transformation)， 它 的 变换 式 为 : 


Tu 


(10-15) 


四 ， 
Q; = A1q1 十 A129 十 … 十 Arndx= 4g 
a=l 


y (10-16) 
P,=arnpit arpat "iT arypy 一 他,qrops | 
Sm"ml 
式 中 4 0rs 都 是 常数 。 将 上 式 代 入 式 (10-14) ? 得 
Z2g:dg, 一 > 之 are SArdy, 一 0 
r 8 * 
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将 上 式 的 三 重 和 式 分 成 1= s 和 t 隆 s 两 部 分 , 则 可 改写 为 
ZP,dg,— > 2.09。 了 ,ore4 一 2 7s09， Daredrs =0 


(10-17)》 


arshrs=1 和 Djasdr, =0 (st) (10-18) 


- 则 式 (10-17) 化 成 枉 等 式 
DPrdqr — Dpsd4s=0 
因此 式 (10-16) 是 正则 变换 。 
将 系数 ars 排 成 行列 式 


1011 G12 “%* liy 


C21 M22 “* Gay 


Jay Qnws *** Qny 
并 令 ao 为 gr 的 代数 余子 式 , 那么 


4 一 Ka (10-19) 


显然 由 此 规定 的 cr 4,, 符合 式 (10-18) 的 两 个 条 件 。 
车 4 一 0rs 那么 条 件 式 (10-18) 成 为 : 


(st) (10-20) 


上 面 两 式 可 视 为 普 维 空间 的 坐标 轴 方 向 的 正 交 条 件 ， 因 此 ， 这 时 
的 变换 式 (10-16) 称 为 正 交 变换 (Orthogonal transformation)。 
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我 们 在 应 用 拉 格 朗 日 方程 时 , 只 需 变换 式 
Q;=fr(q1, qo, xy t) (r=1,2,., N): ~ (10-21) 
这 种 变换 称 为 点 变换 (Point transformation)， 显然 这 种 变换 也 
成 一 群 , 也 是 正则 变换 的 子 群 。 
它 的 母国 数 是 
W,= 2P,f, 
由 式 (10-8), 变换 式 是 


8$ 10-4 无 限 小 正则 变换 

新 动力 学 变数 (9,，P,) 与 原 旧 动力 学 变数 (9-, p,) 之 差 为 无 限 

小 的 正则 变换 , 可 写 为 : 

Q+ = r+ og 

P,=p,+ op, 

这 无 限 小 正则 变换 与 全 同 变换 @, 一 MP,-~>?" 之 差 为 无 限 小 ， 

而 全 同 变换 的 母 函 数 为 := Z9g,P,， 所 以 无 限 小 正则 变换 的 母 玉 
数 可 写 为 


fce=a 2, …, N) (10-22) 


W,= ZgP,+ eG (lg, P, t) (10-23) 
式 中 e 是 无 限 小 的 参数 。 由 上 式 有 : | 
aW, 
ggr 
aW, 
3P, 


=Pt eS 


pr= 


;= 一 9 十 3 


油 


DG 
9gr 
36 


69,= 0;— Y= 和 


67;=P,—?;= —€ 


(10-24) 
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因 P- 和 7; 之 差 是 无 限 小 ,G(9, P, 七 中 的 也 可 以 近似 地 以 ? 代替 ， 
而 将 G 看 成 是 (4, 2, 4) 的 函数 ,这 样式 (10-24) 可 以 改写 为 : 


Op; 一 一 ec 
人 (10-25) 
_ 93G 
dq; = < 


由 于 上 式 成 立 , 我 们 将 G 代 赴 酚 : 称 它 为 母 消 数 。 
在 特别 情况 下 ， 我 们 可 用 g,? 的 哈密 顿 函 数 HH(q, 7, 7) 作为 
母 函 数 C(9, 7, 1), 所 作为 6, 由 式 (10-25) 得 : 


aH . 
一 一 一 一 一 :一 ~0 了 
op, de Dr =dp 


oanH 
一 二 一 一 9 a p 
dg,= EF grat =dg 


上 式 的 意义 是 ， 力 学 系统 在 t 时 的 g, 9;, 经 过 让 时 间 后 , 所 
变 成 的 新 动力 学 变数 8,、P,, 就 是 用 召 (9, p, t) 作 为 母 函 数 ， 绕 作 
为 < 的 无 限 小 正则 变换 得 来 的 动力 学 变数 ， 自 to 至 t 有 限时 间 内 
的 运动 ， 可 以 看 成 是 由 许多 相继 @ 的 无 限 小 时 间 必 的 正则 变换 表 
达 出 来 。 这 许多 持续 的 无 限 小 正则 变换 ， 合 成 一 个 单独 的 有 限时 
间 t 一 t。 的 正则 变换 。 所 以 动力 学 系统 自 to 的 动力 学 变数 (go, zu) 
经 运动 后 , 变化 到 t 时 的 变数 (9, 7)， 可 朋 时 间 的 连续 函数 的 正则 
变换 表示 出 来 。 哈 密 顿 函数 五 (g, p, 1) 就 是 变换 的 母 函 数 。 


8 10-5 正则 变换 在 摄 动 理论 上 的 应 用 
行星 在 太阳 的 引力 下 , 只 受到 一 个 有 心 为 的 作用 , 这 是 一 个 简 
单 的 力学 问题 。 我 们 已 在 第 一 章 中 的 哈密 屯 一 牙科 毕 方程 这 一 节 
里 说 明 过 它 的 解 题 方法 。 在 这 种 简单 情况 下 , 设 哈密 顿 函数 为 吾 。， 
这 样 , 对 应 的 动力 学 方程 为: 
Q@ 在 此 “相继 ”二 字 , 隐 含 有 时 间 顺 序 的 意义 。 
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，_ 3 
Gr = 


Dp (r=1,2, .%, N) (10-26) 
az 
= 
这 方程 的 解 案 可 由 适合 下 列 偏 微分 方程 
9s gs 全 _ 
邯 +Ho(q, 部 ， 1)=0 (10-27) 


的 s(g, o 1) 中 求 得 。 式 中 为 积分 常数 ， 求 得 了 上 式 的 8 之后， 
可 由 下 面 两 式 计算 式 (10-26) 的 解 : 


9s 
or 


98 
p,= 3g» 


从 上 面 第 一 式 能 求 出 4,, 第 二 式 可 得 出 p,, 这 样式 (10-26) 的 解 可 
写 为 : 


Y 一 


G3 1,2,'"*, N) (10-28) 


eh B), 
=p,(t, «, b) 
区 市 区 是 关机 正则 常数 。 
车 要 考虑 其 它 行星 对 这 行星 的 引力 ， 则 这 问题 的 哈密 顿 了 上 
互 就 要 比 及, 复杂 得 多 , 然而 由 于 行星 间 的 引力 比 太阳 的 引力 小 得 
多 ,所 以 两 者 之 差 仍 为 极 微小 的 量 [ 参 12(0)]。 因此 , 两 者 哈密 屯 
函数 的 关系 可 写 为 


Lal,2, AD) (10-29) 


H=Ho—H:  . (10-30) 
才 让 有 类 和 引力 失信 为 


(=1 2 N) ” (10-3D 


式 (10-31) 和 (10-26) 的 解 案 也 应 该 相 差 很 小 。 
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式 (10-31) 的 解 案 可 以 用 袜 (lo-29) 采 委 示 , 但 需 将 式 (10-29) 
中 的 w、 8 看 作 变 数 , 并 再 进一步 令 @,.= ww，P,= 一 6,, 当 作 正 则 变 
换 的 新 动力 学 变数 , 这 样 便 有 

Zp.69,— 2P,60, -之 (2;59, 十 B-6or) 一 


- 王 ( 这 50+ 臣 bar) 一 6s 


由 于 P,、 8 满足 上 式 , 所 以 (9, Pp) 下 (8, 了) 是 个 正则 变换 。 因 此 89、 

P 的 方程 仍 为 正则 方程 : 
* _9H’ 
a (r=1,2 N (10-32 
记 __9H’ 他 多 9 ) ) 

” 9 
式 中 : 
H'= H+9s, [应 用 式 (10-27)] 


二 五 一 Ho 二 一 耳 [ 应 用 式 (10-30)] 

令 卫 ,==R 表示 摄 动 函数 ,因此 式 (10-32) 可 以 改写 为 ， 
98 
(7=1,2,*, N) (10-33) 


上 式 是 振动 理论 (Perturbation theory) 的 基本 方程 。 

如 果 五 在 初步 考虑 时 不 够 精确 , 那么 把 书 当 作 妃 。， 重 复 上 述 
方法 ， 不 断 地 加 以 修正 。 因 为 新 得 到 的 式 (10-33). 也 是 一 个 正则 
方程 ， 显 然 这 个 方法 并 不 仅 限于 应 用 于 行星 的 运动 。 如 气象 卫星 
在 高 空 有 大 气 阻力 和 地 球 的 非 中 心力 场 引力 下 的 运动 ， 也 可 应 用 
这 个 方法 求解 。 许 多 工程 问题 同样 也 可 应 用 这 个 方法 。 
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第 十 一 章 “ 正 则 变换 的 不 变 式 


在 上 章 的 讨论 里 , 我 们 知道 正则 方程 经 过 正则 变换 后 , 仍 保持 
正则 方程 的 形式 。 但 是 经 正则 变换 后 ， 保 持 形式 不 变 的 尚 有 其 它 
力学 函数 。 这 种 不 变 式 在 力学 上 有 与 能 量 积分 、 动 量 积分 相同 的 
功用 。 因 此 , 寻找 这 些 不 变 式 , 可 以 增强 我 们 的 解 题 能 力 。 


8$ 11-1 上 庞 伯 雷 (Poincaré) 积分 不 变 式 


现在 先 讨论 积分 不 变 式 的 必要 和 充分 条 件 [ 参 17]。 
设 有 一 个 力学 系统 , 它 的 运动 微分 方程 为 
i= Poy, Tm 6) t=1,2,.…,%m (11-1) 
把 x1、z2、…、zm 看 作 信 维 空间 的 一 个 矢量 x 的 各 分 量 ， 再 添上 时 
闻 纪 便 得 到 和 m 十 1 维 空间 (%, , 称 它 为 增 广 坐标 空间 。t = 如 时 
在 增 广 坐 标 空间 中 所 得 到 的 子 空间 称 为 超 平面 。 显 然 超 平面 是 mn 
维 坐标 空间 , 在 这 超 平面 中 作 一 条 曲线 yo, 那么 所 有 y。 上 的 点 都 
有 +=to, yo 上 的 每 一 点 x; 都 有 一 条 而 且 只 有 一 条 式 (11-1) 的 积 
分 曲线 通过 ， 为 此 要 求 曲线 yo 不 与 积分 曲线 相 切 。 但 这 是 必然 
的 , 因为 yo。 上 的 点 中 ,二 0, 而 积分 曲线 懂 隆 0。 在 y。 上 的 点 ;可 
用 一 个 参数 2 自 森 点 Po 开始 至 了 记 为 4=0 和 =1。 如 果 y。 
是 闭 线 , 那么 终点 与 始点 重合 , 即 有 zi(0, to) =zi(1 io。 而 7 上 
其 它 各 点 可 写 为 xi 一 zi to)。 
设 在 这 m 十 1 维 空间 存在 着 一 个 矢量 场 刁 (x, ,现在 要 研究 
等 时 曲线 上 的 线 积 分 
1=[ Fax= | pd (La) 
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adz; 是 在 上 的 ,因此 恤 = 0, 所 以 dr = rd, 


9 
又 
dx; 一 一 
Ki, t) (i=1,2, 办 1) (11-3) 
于 是 
aF, 22z 十 = 
~ 死 十 
9F 
= iz 十 了 
Sx 
和 


Se)=3 到 ( 守 -= 2 学 
源 以 式 (11-2) 积 分 对 的 导数 为 
pa A 


圭 式 积分 的 上 下 限 是 个 固定 数 ， 因 此 对 这 积分 求 时 间 的 导数 只 要 
.对 被 积 函 数 到 导数 。 而 上 式 被 积 钞 数 的 导数 为 


3 各 -Ce 芭 )- 
-总 芭 芝 + 过 |- 
-二 (| 
至 换 上 式 末 项 的 足 标 , 使 
Sp 7 三 本 移 ->7 ,世人 六 Oz 
Ory 


t=1 
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Tn DX. Or, 
-oF Ei gw 


i=1 k=1 


cn Bax 所 ; aX 
4 


1 m mn 


ci bb cE EH Ei 


0 =1 


=| pS X, Fas 六 家 | (11-4) 


?i=1t- k=! 


要 上 式 对 超 平面 中 任何 曲线 ?的 积分 为 零 ， 而 各 必 又 是 相互 独立 
的 ,那么 虹 ; 的 系数 必须 为 零 , 即 


91， ox , 
ar + th : 十 5 一 0 (i=1,2,.", m) (11-5》 
三 ( 芝 人) 
由 于 上 式 使 了 是 时 间 的 不 变量 ， 而 对 积分 的 路 径 曲线 是 否 封闭 不 
提要 求 。 因 此 称 了 是 绝对 积分 不 变量 。 式 (11-5) 是 了 为 绝对 积分 


A 


不 变量 的 充分 和 必须 条 件 。 


如 果 积 分 了 只 对 为 封闭 曲线 时 才 成 立 ， 那 么 我 们 称 了 为 相 
对 积分 不 变量 。 


CTA 


现在 证 明 : 微分 方程 式 (11- 了 ) 的 一 个 任何 积分 


2 (zl YY 2 交合 1 一 Q (常数 ) (11-6) 
所 产生 的 矢量 场 
= 99 一 。 _7y. 
P= (i=1,2,., m) (11-7) 
能 使 
7=| dz, ” (19) 
。270。 


全 


成 为 绝对 积分 不 变 式 。 
为 此 我 们 只 要 将 式 (11-7) 的 ,代入 式 (11-5)， 证 明 它 等 于 
零 即 可 。 
~ gp ax 3 3p _ 
工 | 学 (总 )|x “十 + ax， 


k=1 


99 y 多 )= | 99 | + 名)= 
-有 2(E ory Xr 十 ox; 三 如 过 


因 wx 是 常数 (证 毕 ) 
现在 将 式 (11- 人 改写 为 


和 | 主攻 -各 < 间 < 


7 1=1 k=l 


上 式 积分 时 时 间 是 保持 不 变 的 , 因此 
ER Xi ds; = dF,X,) 
于 是 式 (11-9) 成 为 
dT 必 ， a 2) ZA 
多 -IPAot+| 王 | 王 5 -2 )x s+ le 
现在 将 上 式 应 用 于 曲线 是 闭路 曲线 的 情况 ， 此 时 ?2 的 始点 
P(4 二 0) 与 终点 P'(w=1) 重合 。 因 此 


SFiXrl0=0 
b=1 
所 以 


ka S (和 3 )x ,+ : (11-10) 


i=1 -b= 
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由 上 式 ， 如 果 存 在 一 个 国 数 f (zi, Ya, """, Xm) 有 
IF, 3F， gp 
诬 - 本 (于) + 各 (i=1, 2,*, m) 


则 


2 
和 


-fa -f= ho 
因 上 式 只 对 闭 曲 线 才 成 立 ;因而 此 时 式 (11-2) 
I=$ Sn, 


是 相对 积分 不 变 式 , 此 时 y。 上 的 
积分 曲线 形成 流 管 如 图 11-1 所 
示 。 (人 

;我 们 可 以 证 明 : 每 一 个 一 阶 
相对 积分 不 变 式 


I= fr dz (11-11) 


t=1 


相当 于 一 个 二 阶 绝对 积分 不 变 式 ' i 
ae En ixz; 1-12) 


i=1 4=1 


因为 应 用 斯 托 克 斯 (Stokes) 定理 ; 占 可 分 式 (11-1D 可 以 化 成 面 
积分 式 (11-12) 
oF, . oF; 
fr dz = DE 2 Sidridrs 1-19) 


i=1 1=1 


如 图 所 示 , 线 积 分 是 沿 闲 线 ? 积 分 的 ,但 是 面积 分 并 不 封闭 ， 所 以 . 
是 二 阶 绝对 积分 不 变 式 。 以 同样 论证 可 知 ， 一 个 阶 相对 积分 不 
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变 式 相当 于 7 十 1 阶 绝对 积分 不 变 式 ; 凡是 阶 数 最 高 的 积分 不 变 
式 , 一定 是 绝对 不 变 式 。 
现在 讨论 x 阶 多 重 积分 不 变 式 的 理论 。 设 
r=|- [mx 0) dridrae em (11-14) 


上 式 按照 $= 的 初始 条 件 的 超 平面 中 区 域 的 一 集 点 出 发 ， 按 照 
运动 方程 式 (11-1) 在 m+1 维 空间 中 变化 。 现 在 要 求 对 于 必 的 条 
件 , 使 了 是 个 积分 不 变 式 。 
因 式 (11-1) 有 tw 个 独立 的 积分 , 设 为 
biz1, Lo, rin £) = 6; (2=1,2,.…,m) (11-15) 
上 式 可 以 看 成 为 z 和 ww 的 坐标 变换 式 ， 其 中 w ; 是 沿 积分 曲线 的 党 
数 。 于 是 我 们 可 将 了 积分 用 雅 科 毕 积分 表示 如 下 : 


二 1..。 9 (71, Va, *" mn) 
I | [Ere dodo “dan 


上 式 的 积分 极限 不 是 时 间 t 的 函数 , 积分 的 区 域 是 任意 设 定 的 。 
因此 有 积分 不 变 式 的 必须 条 件 
| mae 2 "Tm) j=0 (11-16) 


a (al Qs, 0m) 
, rb — ox; 
和 和 直列 式 的 和 天 二 3., 它 对 的 导数 有 
d /97i\Y _ oRi 9X, Qs _ 
of ) = 了 3 3ay . (11-17) 
令 ， 
9awi gai . ga 
Ox! dra ,, rm 
J = 22, fn) ga, ga， das 


ag (gi, Q2 *"", Qnm) 、 


Qo za, rn 
dom oan Dan 
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则 由 式 (11-16) 有 


aM aJ 
de 二 一 1-18 
"EM? (11-18) 
而 ~ 
(2) Qz2 rn 
at a 1 da1 aai 
3) Pg 
LZ a oa。 Du dae 十 
at 
2 加 … 多 
好 go ddan gam 
3 (Be) ee 
! ga Wt\om gai 
2 (a ) ~ 
十 |aas di\90, 902 | 十 
A a 宕 ) drm 
oon at dam dam 
Qe gr2 如 知 ) 
aa， ga dt \90) 
gx! agra (3 ) 
十 … 十 | aa 9a2 dt \902 /4 = 
2z: 3za ., 4 ( 产 ) 
Do on Ut \90n 
XK! Gr x2 drm 
> doi oai co 
Sa Ge es 2zm 
__ gr; ga 39as gm2 | 十 
S22 rp za rm 
OZ Gon- Gam Ganm 
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和 


2z， SaXs re ,en 
9ai 3 3al dai 


Bp Sa oarse oe OXm 


二 sos 所 dz gos gas 


和 5 入 天 

上 面 第 一 个 行列 式 按 指标 ,可 分 成 加 个 行列 式 , 当 x 二 Xx 时 ， 行 
Py; 中, 第 一 列 和 第 二 列 全 同 , 因此 行列 式 之 
值 为 零 , 其 余 mn 一 2 个 行列 也 都 为 零 , 这 样 上 面 第 一 个 行列 式 之 值 
为 入 -7 同样 第 一 个 行列 式 之 值 为 S27，……， 第 加 个 行列 式 


) On, 所 以 
Tm 


好 -( 至 。 3X, |... An)y 


gxi dr» DZ 
将 上 式 代入 式 (11-18), 得 


J 寺 + Ss 有 7= 0 


因 J 天 0, 故 得 

dM KN, _ 
或 

9 aM _ _ 


我 们 知道 , 式 (11-14) 中 的 函数 了 L(xi, za zw 共 被 称 作为 雅 
。215 。 


科 毕 乘 式 (Jacobi multipliers), 由 上 式 可 知 要 了 成 为 绝对 积分 不 
变 式 , 那么 乘 式 用 必须 适合 线性 偏 微 分 方程 式 (11-19)。 

现在 开始 讨论 哈密 顿 式 力学 系统 的 积分 不 变 式 。 因 式 (10-5) 
接 本 节 需 要 可 以 写成 


Sp, 091 一 于 ogio— Hidtit+ Hodto=dW (qi, qo; ti, to 


ul t=l 


(11-20) 
上 式 足 标 “0 表示 # 二 to 时 之 值 ，“1" 表 示 t= 本 时 之 值 ，hqwo 和 
dgii 分 别 表 示 沿 曲线 y。 和 yi 的 qio 和 gii 的 微分 增 量 。 因 在 y。 
和 7 曲线 上 to 和 二 保持 不 变 ,所 以 尼 。 和 下 , 都 等 于 0。 于 是 式 
《11-20) 沿 ye 和 ?为 闭路 曲线 时 的 积分 式 为 、 
太 了 | 
中 Spudgi 一 , SD_Piodgio =|aw (qi, ge ti, to) =0 


《因为 闲 曲 线 的 端 所 重合 ) 
上 式 可 写成 | 
了 
DNALLS =- Spudgs 四 (11-21) 
上 式 称 为 庞 伽 雷 积分 不 变 式 。 
| 如 果 y。 和 7 曲线 不 再 保持 时 间 不 变 的 特性 ， 但 仍 都 是 闭路 
基线 (m 十 1 维 空间 中 ), 那么 式 (11-20) 的 积分 成 为 
中 (Pd:— Hea) = (Spida Hi ) (11-22) 
Ye \i=l 1 scl 


也 就 是 说 , 积分 
=4 (Sdne) (11-23) 
是 一 阶 相对 积分 不 变 式 。 要 注意 ， 所 有 各 ? 曲线 必须 在 同一 流 管 
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上 《m 维 ), 但 是 同一 » 曲线 上 的 时 间 不 再 是 单 值 的 了 。 
现在 研究 哈密 顿 式 力学 系统 的 相 积分 


I= | . | ageeeagvapiapowaps (11-24) 


将 上 式 与 式 (11-14) 比 较 , 可 知 儿 =2V，M =1，x 的 分 量 式 (gu 
Go 0 Pi 人 Pw), 而 式 (11-1) 成 为 : 


dr; 一 on = sae0 
X= -4 gp; (4 1,2, ; N) 

dx; 一 on ;= bd 
Ki = 也 (i=N+1,N -2, 2N) 


将 上 两 式 代入 式 (11-19b), 由 于 用 =1,2 =0, 所 以 式 (11-195) 成 


为 
x 2 ($+ 荆 和 Fe 


i=N+1 


2 2 
-三 (法 Sg) 
好 积分 式 (14124) 是 2 阶 绝对 积分 不 变 式 ,所 以 相 空间 中 有 限 容 
积 中 的 一 集 点 经 运动 后 , 这 些 点 所 占 的 体积 不 变 , 这 是 刘 维 定理 的 
又 一 证 明 。 
对 于 庞 伽 填 积分 ,应 用 斯 托 克 斯 定理 , 把 回路 积分 的 相等 换 成 
面积 分 的 相等 , 可 以 得 到 


如 六 
| | dprodg= | | 了 08addqr (11-25) 
‘0 7=1 2 7=1 


§ 11-2 拉 格 朗 日 括号 是 正则 不 变 式 
式 (11-25) 可 以 看 作 是 正则 变换 (9 2 一 (@, P) 的 结果 ， 因 而 
可 以 写成 
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(Ean = 人 袜 zpzo， (11-26) 


面积 5 表示 在 相 空 间 (4, 42,…, xi pi, ?z，…，2x) 的 二 维 面 。 
这 二 维 面 的 点 可 用 两 个 参数 .2 来 确定 , 即 ; 
dr=dr (u, 9»), 2 一 2 《2 ») | 


于 是 
dgdp, = Po) gudo 
9(u, 0) 
式 中 
9g, 92, | . 
a9(gs, pr) | ou" ou -( 学 芝 一 芷 3 
9(u, 12) dg, pr dudv dugdv 
do’ v1 


同样 对 于 式 (11-26) 的 布 边 有 
_9(08,, P;) 
dQdP = dd 
于 是 式 (11-26) 变换 成 在 (w, 2v) 平 面 同一 区 域 有 的 积分 
| 9(gr, ?2) ，，_ 【fa(@.,P,) 

jj 三 (u,v) uio=|| 三 Dl 0) dd? 
dudz 对 同一 任意 积分 面积 的 面积 分 相等 ,这 样 必 须 被 积 国 数 也 相 
等 , 因此 有 


9(g;, pr) 9(CP) 
> glu, 9) -三 和 时 9(u, 9) 


了 
9qr9p, _ a )= (Be _3P， gar) 
>( Qugv 9291 > gugv guogd (11-270) 


N 
9gr op 92， Ogr 全 
二 (东芝 - 著 营 ) 写 成 括号 [wo 


称 为 拉 格 朗 日 括号 , 那么 式 (11-27a) 可 以 改写 为 
[Lu, 2 一 [2 V0, (11-270) 
上 式 表 示 (9, 7?) 变换 成 任何 (8, 了 ) 都 不 变 , 也 就 是 拉 格 朗 晶 括号 是 
正则 变换 不 变 式 , 因此 可 以 略 去 脚 标 (g, 了) 而 简写 为 [u, 2]。 
拉 格 朗 日 括号 有 下 列 一 些 特性 : 
(1) [Lu, 四 三 一 [ 杂 
{2) [95 p;]= 0 
(3) [g;, 9;]=0, [9;, pj]=0 
证 明 ; 
(1) 直接 由 下 式 看 出 ; 
Z( 笋 党 - 茹 营 )-- 民 党委- 党 筑 ) 


J_5/9g 9p; -P39 ) 
(2) [gq:, 2i] 2( 半 gp; 9q;9p; 


因 ; 
3 _s gp:_s, gp 9gr _ 
ag; 0 37; Wh 9g; 0, gp 9 
式 中 6,; 是 克 罗 内 克 (Kronecker) 符号 ， 当 r=i,6,= 1 当 个 天 2 
6,; 二 0。 
于 是 
Lg;, pj;]= D6r;=6; 
(3) 应 用 p 和 4 互 不 相关 的 特性 况 =0, 和 3 一 0 即 得 。 
拉 格 朗 日 括号 在 天 体力 学 中 计算 行星 摄 动 的 方程 时 很 有 用 
处 。 
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§11-3 Woon 是 下 风机 不 要 


| , 
泊 松 括号 : 《2， 2) gp) 一 过 (器 佑 -部 各) (11-28) 


对 于 油 松 括号 , 同样 有 
(4, D) gn) = (4%, V0, Pp) 四 ee -29) 

即 泊 松 括 号 也 是 正则 变换 不 变 式 , 脚 标 (9， p) 也 同样 可 以 略 去 。 

对 干 泊 松 括号 ,有 下 列 关系 式 : oh 

(1) (w,2)=—(»,%) 

(2) (0, 9) 二 0,C= 常 数 

(3) (OC%, 2) =0(,») 

(4) 和 2) = (w, 9) + (u, 9) 


(5) 3 元 ”= =(9%.7)+ + € “学 ) 


(6) ee wp 
以 上 六 个 关系 式 很 容易 从 定义 (11-28) 推 得 , 所 以 证 明 从 略 。 
现在 证 明 下 列 三 个 较 难 推导 的 重要 关系 式 : 


an : 

(7) 了 [ur Wil 20) 一 Ci i i (11-30) 
i=l 

证 ; 


一 gs ps _ 92 3 了) 
Sud 2 一 > 习 ( 台 如 Au, 921i 


Qu Quy _ us = Op ou ~ gs Eu 

互 ( 芝 弘 pa Ogm Opm > > 5 
320 六， Oj < Sap Our _ GP SI ~ dg, dui 
-之 加 元 全 Dpmt 之 -3 9gm > 3 3pn 
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Di <c192; YAP Gui 
+ > 3pn 


Wi m=1 
但 
Sg Ou _ 30 5 > Gu _ Ope 
1=1 qu: gqm dm ’ 7 Ou dgm gm 1 
> 上 Ape Que ~ opr 6 
Tu dpm pm ’ du pn pn *" 
所 以 
三 bool 由- St 
全 人 宫 一 1 
DS gy Ouss = 守 = 
+ bm = 一 0 


如 果 将 [2 zi 记 为 Lis, G4, 3) 记 为 Pi 。 则 关系 下 (可以 有 未 为 
如 下 的 矩阵 式 : 
Li 四 Lisox Pyi Ps 本 Panwsi 


Fz: Ls 和 加 Ps Po 2 P2n,2 一 万 


Laws: Loy,z 机 了 away 

式 中 加 是 2V 阶 单位 矩阵 。 

应 用 这 个 关系 式 , 能 已 知 工 可 求 已 已 知己 可 求 Ze 下 列 关系 
式 (8) 就 是 利用 式 (11-30) 求 得 的 。 

(8〉 泊 松 括 号 与 拉 格 朗 日 括号 有 下 列 类 似 的 特性 : 

(p597)=0, (gi 07) =0, (qi P7) =6 
证 : 令 2N 个 wi 是 iga、"**、gx, Pi pa Bro 
了 令 %=72;, 册 二 pj, 则 式 (7) 成 为 


加 » 
D>_ [gm Pi (Gn, D7) + Lp Pi] (ps 05) = 
n=1 Ek=1 


Pi,aw Po,oyw 本 Psy,2n 
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数 。 


x 
= Sl6n (qm, D3) = (qi, 1;) =P=6; (证 明了 第 三 式 ) 


m=1 


2) 令 ; 三 2;, Wj= gj;, 则 


Srg, Pi (qn, (7) 十 全 [Do Pi1I(ps, 4;) = 
和 R 二 1 k=1 


Nn 
= Sbni(gqn, 0) = (gi, qi) = = 


=1 


3) 令 W=gi, 2 一 2 


之 [gm, (iI (qm, 2 十 全 [20 9:] (pi, 0) 一 
使 二 k=1 


= > 6 (ps, 7)) = (po, 2) =3= 


p=1 
(9) (F,G)%,s) = (F, G) (0,) 
式 中 环 .G 是 9、g 的 函数 ,经 正则 变换 后 了、G 成 为 89、P 的 函 


dF dG 9F 9G 


证 : 《(F,G) 0s) = (站 Gp; pi 327 ) 


- 立 二 (部 2Q: ,aF P.M 30: ,3G Pr\)_ 
| 0 9; IP; 99)" 0, dp; IP, 3 
-之 ( 阁 2Q ,oF 2 羡 ( 绽 20. 36 ge ) 

30,9p; 9P; 9p;/ < \9Q 9g; 9P, 9g; 


-> 范 (@。 00+ 羡 吕 E> (Ph OO) + 


;六 G (9,, P,) + 芝 闭 5 p-(ps, P,) 


应 用 关系 式 (8), 上 式 成 为 
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一 全 、 


(F, Op = -= 8) + 工区 二 绢 6.= 


aF 3G 38 3)=(P， Do 


- 垃 ( 芝 3p, 3P,30 


由 此 证 明了 泊 松 括号 是 正则 变换 的 不 变 式 , 足 标 可 以 略 去 。 
KL 和 卫 括 号 都 是 正则 变换 不 变 式 , 反之 , 将 
(qi, qa'**, I; 21 pes, Pw) 

变换 成 新 的 动力 学 变数 (@ 8@2***, Qu; Pi P2 …， P») 
如 果 适 合 : 

(Q,, 9) =0, (PP)=0， (8,, Ps)= 6 
或 

[Q,, 8,]=0, [LP.,P]=0， [Q,,Ps]=6,, 
那么 变换 (9, 2) ~ (@, P) 一 定 是 正则 变换 , 证 明 从 略 。 


223。 


第 十 二 章 ”动力 学 方程 的 一 次 积分 
§ 12-1 用 泊 松 括号 表示 动力 学 方程 和 它 的 一 次 积分 


(gq;, H) -二 (9 I ) = —0(—p) = = 


r=l 


人 国 = 可 ( 绍 剖 - 弛 半 )-00D -02D = 


所 以 动力 学 方程 可 用 泊 松 括号 表示 为 : 
» H)=4, 
mt] a 
我 们 从 理论 力学 中 知道 , 应 用 能 量 积 分 和 动量 积分 来 解 题 , 往 

往 很 为 方便 。 号 一方 面 由 于 这 些 积分 有 明确 的 物理 概念 , 因此 在 
解 题 时 更 易于 着 手 。 这 些 积分 形式 上 属于 

了 Dr) 一 C (12-2) 
称 为 动力 学 方程 的 一 次 积分 ， 式 中 C 为 常数 。 现 在 用 泊 松 括 导 来 
改写 积分 式 (12-2)。 将 式 (12-2) 对 时 间 全 微分 ， 因 其 右 端 是 常数 
0, 所 以 


af f ;9f af 
-二 (站 ga + 区)+= 


-5 9) 
394: Op Pr 9ds ot 


= af 


所 以 
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和 


Zf of -3 
2 fH)+H=0 (12-3) 


就 是 用 泊 松 括号 来 表示 的 =O 是 一 次 积分 式 的 充分 而 必要 的 条 
件 。 
如 果 了 = 五 ,那么 因 (8, 五) =0, 所 以 式 (12-3) 成 为 


即 如 果 瑟 不 显 含 t， 则 吃 =0, 表示 


卫 二 常量 
是 一 次 积分 , 这 个 积分 就 是 能 量 积 分 。 


8 12-2 泊 松 恒等式 
现在 证 明 下 列 藻 松 恒等式 [ 参 14]: 
[zu, C2, w) IF Co, C2, 介 ] 十 [oo (4,0) =0 (12-4) 
因为 


dv dw 90 = ( 字 9 9 2 
2， 人) 一 dd | 
( ) 荆 ( 趟 97 gpr 9g: 之 gqr IPs ps 9gs 
令 
9» 9 dv 9 9 
om 人 丸 名 归 " 这 训 
> gq 9Pps dps ogg 三 3861 
将 它 看 作 微分 运算 符 , 则 


(0, w) = Dow= 三 < 芝 (12-5)- 


同样 应 用 算 符 
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则 有 
[w，(o, 2)] 十 [o， Go, 2) j= [zw (2, 1w)]— [Lo, (4, w)]= 
=D.D,w—D 


- 瑟 050 王 "天 -三 < 攻 三 /2 
ao; 9 
-625 en Bm; 
9p; dw 
-Ze > > Ee a77 
上 式 第 二 项 和 第 四 项 对 消 , 所 以 只 留 下 多 的 一 次 导数 项 , 即 
Lu, (0,w)]+[v, (wo W)]= Bp; De — 


7 9ni96; 
>3 三 5 ; 9 


= S42 +B,2 Bas 并) (12-6) 


式 中 Ai、 Bi 是 起 WD 的 函数 ， 但 不 含 Wo 
令 急 二 7;, 则 式 (12-6) 成 为 


[fw (2, P70) J]—[2, (4, p70) =4; (12-7) 
但 
J 3p ao 90)_ 90 
(2, 20 二 (这 aps gps 28:)= 9g; 
同样 ， 


_du 
(u, Pi) gag 
所 以 式 (12-7) 成 为 


4= 人 (wu 人 名)-(% 否 )- 汉 地 中 (12-8) 


同样 在 式 (12-6) 中 , 令 w==g;, 则 可 证 明 
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_ 3 _ 
B,;= ap 2) (12-9) 
将 4;, B; 代入 式 (12-6), 得 


Lu, (v, w) 1+ [Lv, Cw, )]= 本 | 六 于 次 |- 


=[ (4, 2),w]= —[w, (wu, 9)] 


于 是 式 (12-4) 得 证 。 


8 12-3 ”关于 一 次 积分 的 泊 松 定理 和 内 旋 积分 系 
泊 松 定 理 : 若 u(gq, 7, 1) 三 4,2(4,?,t) = 二 5, 同时 为 某 正 则 方程 


证 : 因 w=a 和 v=6 是 一 次 积分 , 所 以 
ou _ 9v _ 
3 H)=0, Ft (oH)=0 


在 式 (12-4) 中 ,我 们 令 ww= 瑟 , 则 有 
[Lu, (2, H)1+ LE2, (H, WJ+LH, (4, 9)1=0 

上 式 可 改写 成 

gay GAN 加 

人 - 委 )+(e 务 ) i (H, (2 »)) 0 
或 
9(u, 2) - 
-+ (H, (wu,»))=0 


依照 式 (12-3) 知道, (u,2) =C 也 是 一 个 一 次 积分 。 

上 述 定理 提供 一 种 从 已 知 两 个 一 次 积分 求 新 前 一 次 积分 的 一 
个 方法 。 这 似乎 是 一 个 令 人 鼓舞 的 结果 。 但 是 遗憾 的 是 这 个 方法 
不 是 永远 成 功 的 。 因 为 如 果 (u,v) = 0 时 ,就 不 能 得 到 新 积分 。 

设 及、fo、…、f 是 动力 学 变数 4、2 的 函数 , 它们 是 某 一 力学 系 
统 正则 方程 的 一 组 一 次 积分 。 车 
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(ff=0 (一 1 2,…,5) (12-10) 
那么 我 们 不 能 再 从 这 组 一 次 积分 得 到 新 的 积分 ， 我 们 称 这 样 的 一 
组 积分 为 内 族 积 分 系 (Involution system)。 例 如 不 受 力作 用 的 
自由 质点 , 它 的 能 量 积 分 和 三 个 动量 积分 成 为 内 旋 积 分 系 。 
例 12-1 已 知 一 质点 受 在 原点 的 有 心力 的 作用 下 , 对 > 轴 和 29 轴 的 动 
量 垂 守恒, 求证 对 > 轴 的 动量 和 扼 也 守恒。 
证 : 令 分 、 3、 名 表示 为 gi、 22、 9s3， 动量 mE, my mz 表示 为 D1, 2x、 Pso 则 
现 将 绕 zy、z 轴 的 动量 惩 表示 为 pt oz、p* 则 : 
DPI 一 g223 一 0322 
1=13PD1—q1P 
ty 
息 们 没 各 一 a.0= 了 是 两 人 已 的 一 次 科 分 , 则 由 匠 检 定理 四 


(un 23) -工作 239s_ 29 2)= 99 oa) 2pl230: 991 99: 


Ad. 22， 22D.20， 39(g,, PD;) 203 ps 22。 9g, 
2 
=| 冯 (29: EA D1— 22 | | 肥 惹 《人 2 了 3 一 
3 


一 0a22) ES 上 = 


一 (一 22) (一 9 ~ Pp Dips 
所 以 os 一 C 是 一 次 积分 。 
例 12-2 设 某 力 学 系统 的 哈密 顿 函 数 九 不 含 1 又 p(g,P,) 一 C1 是 已 
- 知 一 次 积分 ,求证 g 的 各 阶 偏 导数 58、3 他 都 是 一 次 积分 。 
.证 ; 因 妞 不 含 所 以 妃 一 02， 即 能 量 积分 也 是 一 次 积分 。 于 是 ( 豆 , 9) 
一 是 一 新 积分 。 
但 由 pC 应 用 式 (12-3) 得 


(9, 本 十 32 一 0， 即 a 
所 以 2 一 C, 是 一 新 积分 。 再 应 用 这 个 结论 , 可 知名 一 0 也 是 新 积分 。 如 


比 继续 下 去 ， 可 知 9=0s… 都 是 新 积分 。 
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A 


入 


如 果 9 一 0 不 含有 有 则 式 (12-3) 成 为 (p, 吾 ) 皇 0, 不 存在 新 积分 。 
注意 : 六 个 自由 度 的 一 次 积分 , 最 多 只 有 2N 个 是 独立 的 。 


8 12-4 诺 埃 寒 尔 (Noether) 定理 
1918 年 诺 埃 塞 尔 应 用 范围 更 广 的 无 限 小 变换 : 
t=i+eé(t;gqg, 本 qx; 4d1, ""°» Gx) < 一 小 参数 
Fi(t) =9(t) +eni(t; qd, qn, dg) 
使 下 列 积分 为 一 不 变 式 : 
1=| "Ld; qi, 2, dv 91, 92, ,dv) dt 
即 
1(0) =| LE2, 96D), ,9s (0); 0D), 957) Jat =I 


那么 有 关 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 组 存在 着 由 下 式 表示 的 第 一 次 积分 
( 参 20): 


aL > ,aL 
三 如 mt( 2 一 .03 萎 )= 常量 
证 : 为 了 简便 起 见 , 以 N==1 加 以 证 明 如 下 : 变换 式 可 简写 为 : 
因 e 很 小 , 所 以 二 =# 于 是 上 列 第 一 式 可 写 为 . 
bi—eé(t, gq, 02) 二 
于 是 经 变换 后 的 第 二 式 为 
a(t) =g[(t—eé(t,q,01+en ti, g,9) 
上 式 中 ,4.9 已 为 7 的 函数 。 将 上 式 按 e 展开 成 寡 级 数 , 并 略 去 高 
次 项 , 得 
《一 7 一 <38(， g, 9) t+ en li, gq, 9) (12-11) 
令 
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pl gO) = IL, (12-12) 
则 式 (12-11) 可 简写 为 
(2) =(i) +ep (lt, g,9) (12-13> 
于 是 积分 


7(O)=| Zr, gD) + ep, g, 0); G2) +ep (i, q, 的] 本 


ta=tateélt, 2， g) | -= 三 to 十 0 
t=t, teélt, 2， 9) | -三 如 十 0 
那么 积分 上 下 限 可 按 下列 椎 注 : 


“5 六” 站 六 
j t+6a it+oa 


tg fo+6az 1 十 
ta fa i 
于 是 
在 


1 = [LG, gD) tepll, gd), dD) +epll,g, D+ 


fa 


十 | ZC,g0D, GDI) "LL, gl), 4(D]a 


+0(e’) 
式 中 0(e”) 是 指 集合 ee 和 更 高 阶 所 有 各 项 。 
上 式 末 两 个 积分 的 被 积 函 数 已 弃 去 。 次 项 ， 因 为 积分 区 间 6。 
和 0. 已 经 包含 e 一 次 项 ,如 果 被 积 函 数 再 取 *。 的 一 次 项 , 那么 末 
两 个 积分 将 成 为 @ 项 。 将 上 式 第 一 个 积分 按 < 震 次 展开 , 并 略 去 
高 次 项 得 


T(9=| LEE, 06), 4 Idi+ 
te [pl OSL, gD)+ 
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+p (i,g, Dt, Oat -6CZG g, 0) 1i.,,— 
一 5[Z( q,0) 7- +0(e’) (12-14) 
上 式 第 二 个 积分 的 未 一 项 应 用 部 分 积分 得 


二 


tg 3 _ . 四 四 3 _ 4 
| Cp, 9 DNLp Li, 4, 0)] 


of a 371， 
卫生 


将 上 式 中 的 用 式 (12-12) 改写 后 代入 式 (12-14) 得 
7()=| LO,g, ga + 


fa 


+ | 菌 -让 茹 Go 一 中 Ge9a+ 
+e{r DL 00 -4 E00) + 
+0(e’) 

上 式 第 一 个 积分 就 是 1( 把 2 改写 为 候 ,于 是 
1(9 -1=e | 如 -站 器 (9-44+ 


“tol 


aL ,9D Ne ，， 
+ + Ld 十 0(e 
| 29 《355 a 人 


如 果 了 适合 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 , 则 


1(9 -1=d 中 4 + (1-4 3 a +0(e’) 


办 为 了 是 个 不 变 式 , 于 是 有 1(e) 一 了 =0。 所 以 
aL .OL oaL .9L 
[名 n+(L-g | | 萤 ?+(z 一 5 | 


得 io、ts 是 任意 的 ,于 是 得 


ta 
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对 于 具有 立 自 由 度 的 系统 , 易 知 有 - 
Dt (Z- 4 季 有 = 常 量 (12-15) 


上 式 只 有 4 对 t 的 一 次 导数 ， 不 包括 二 次 导数 ， 所 以 上 式 是 与 欧 
拉 一 拉 格 朗 日 方程 相关 的 第 一 次 积分 。 这 个 积分 的 内 容 包括 很 广 : 
可 以 包括 能 量 积分 , 动量 积分 , 动量 矩 积分 , 等 等 。 
例 (1) 对 于 工 不 是 时 间 的 显 函 数 时 ， 
L(gqi, 92 °°, qx; G1 2, "**, Gx) 人 T—V 
应 用 变换 式 : | 
一 十 ec， di=4+eys 
可 取 &=1, 9 一 0G=1 2,…, N)。 于 是 式 (12-15) 成 为 


工 一 9 站 - 


即 为 能 量 积分 。 
例 (2) 具有 个 质点 的 星系 , 工 国 数 为 
[人 ++ 一 于 这 


一 人 2 
‘iT rjl 


则 变换 ; 
= 十 6, ji 一 2 十 egiz， Yi=Y+ eiy, 


可 取 : 
€=0, 9iz= 一 1， 00 二 0， 79iz 一 0 
工 显然 为 变换 的 不 变 式 。 此 时 式 (12-15) 成 为 


立 红 -六 mizi= 常 量 。。 (动量 积分 ) 
例 (3) 一 个 质点 在 中 心力 场 中 绕 z 轴 转 动 , 拉 格 朗 日 函数 
asa232。 


铺 


可 写 为 : 
= 也 (信访 二 2) —V(r), 7 一 (2 y+ 2 


绕 z 轴 旋 转 的 变换 式 为 ; 
t=t, z=7rcosetysine, 
了 一 一 Xsine 十 gcosE， 2=% 
因 
型 十 8 一 (zcose 十 gsine)2? 十 (一 zsine 十 gc0se) 一 
一 好 十 多 
和 部 十 架 一 并 十 交 


所 以 =L。 现 在 因 §=0, 9, 二 0, 和 * 是 很 小 的 转角 , 所 以 
z=2+ey 和 了 一 一 42 
由 此 可 见 gs 王妃 分 二 一 z。 于 是 式 (2-15) 成 为 


aL oL aL  _9L 
BE 97" B21 D8 


/十 革 ( 一 人 = 
二 yps 一 X95 二 一 (7? XD 了): 二 常量 
武 杰 诺 维 克 (B. D. Vujanovic) 和 德 贾 凯 (Dj. S. Djukie) 曾 把 
庄 埃 塞 尔 的 理论 推广 到 非 保 守 系 统 的 第 一 次 积分 的 表示 式 
( 参 21) 。 
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第 十 三 章 “可 分 解 的 动力 学 方程 
§13-1 变数 可 以 明显 分 离 的 拉 格 朗 日 方程 
车 一 力学 系统 , 它 的 动能 和 位 能 分 别 可 表示 为: 


1 : 
T=52.9:(9) 9 
i=1 


» 


V= > »,(9) 
和 


训 [p:0D 纪 一 下 9 全民 = 一 于 


(i=1,2,.,N) 
或 


gg 人 十 二 Pg = 


上 式 各 变数 9; 已 经 分 离 ， 于 是 可 人 
将 上 式 两 端 各 乘 以 4 则 得 


CDL EE 1 dp PD) 9 一 一 2 


对 上 式 积分 ,得 
99) Gti) =0 


由 上 式 解 出 4, 得 


d= Ll :p,q)] 
Pi(q;) 
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(13-1) 


(13-2) 


变数 分 离 后 再 积分 得 


了 Ai(9i) 一 1 0 NN 
t= | 1 py: (1=1,2,.,N) 


式 中 Vi YY 为 积分 常数 。 
8 13-2 刘 维 系统 
1849 年 刘 维 将 上 述 问题 推广 如 下 : 凡 力 学 系统 的 动能 了 和 位 
能 六 可 以 写成 : : 


1 ， 民 
了 一 本 U > (q0) gt 


i=1 (13-3) 
式 中 : 
U=ui(g1) + us (qa) + ee + un(dx) 
W=w (9) + wa (2) + wn (dy) 
那么 这 个 力学 系统 就 可 变数 分 离 求解 。 
因 令 


(Ve d= (i=1, 2， ")y N) 

为 新 变数 , 则 有 

wo (g;) dq;= 29 
将 上 式 除 以 dt 再 平方 ,得 

CACAL HE I 
于 是 式 (13-3) 可 以 化 为 : 

= 于 DYZ9i 

(13-4) 


W* 
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式 中 : 
U=2>u(g;) = Tut (gt) =U* 
W=EW,(g,) =ZW*(g) =W* 
为 简便 起 见 , 再 将 记号 * 取 去 , 我 们 只 要 讨论 : 


了 一 到 避 (合十 各 十 … 全 ) 


(13-5) 
v= 
U 
将 鼎 式 代入 拉 格 朗 日 方程 
da aT aT ay 
dt og 9g; 99g; 
得 
Lo) L(trot toe) VU__V 
R19) 六 《十 用 十 二 9) a7-— 区 
将 上 式 乘 以 209,， 得 
A Uo Ue Go td aU 2777 3 了 - 
a1 U0) 一 59 (Gi G+ td) 30 = 2 3-6) 


应 用 能 量 积分 
UDGt+V = 
则 式 (13-6) 可 化 为 


appsa<2i HU a0 到- 
元 (79 29;(h 号 2095 六 = 


=26: Lh) V]= 


= 24; 5 [iu (g;) —w», (gq;)]J 一 
dr 
一 Cd (gi) —wi (qi)] 
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积分 上 式 , 得 
VG) (9) —w (9) tp (=1,2,°, N) 
(13-7) 
所 以 我 们 由 上 式 可 得 变数 分 离 式 如 下 ; 


dq dg _ 
~ hu (gq) ~—~wi(q) 十 ?1 ~ hwo (gq2) 一 wa(ga) 十 ?2 


加 dqy ~ 2dat 
MVhun(gy) ~—wn (gy) 二 py U 


但 是 由 于 能 量 积分 的 存在 , 丸 个 积分 常数 71、y2、…、y x 彼此 之 间 尚 
存在 一 定 的 关系 式 。 


0TH Wt+Ey 


即 
Py.= 0THUV UT hr) =0. 


8 13-3 ”斯 塔 克 尔 (Stickel) 定理 [ 参 3(f)] 


斯 塔 克 尔 更 将 刘 维 系统 推广 到 更 一 般 的 正 交 系统 (Orthogo- 
nalsystems) 一 一 动能 了 只 含 4 的 平方 项 (不 出 现 914; 的 交叉 项 )。 


1 ll 
$=1 i=1 


式 中 CC; 为 gg ax 的 Ci 类 国 数 , 且 C; 宇 0。 
斯 塔 克 尔 定理 入 自由 度 的 正 交 系统 能 分 解 成 术 个 单 积分 的 


A 
~~~ EP 
we ET TT 


vv 


Cu 十 Cao 十 十 Cs 一 0 ， 
1201 2U2 NUN i 人 (= 2,…, N) 
OUOI 二 Cos 十 … +COwwn=V 


(13-9) 
式 (13-9) 的 第 一 式 可 以 写成 答 阵 起 
Ul Wal WU … Un\ /OC 11 
ao 
My Uaw Uaw … Uxwl \Cw! 0 


证 : 设 v 和 矩阵 是 上 式 4 秆 阵 的 逆 矩 阵 , 则 上 式 左 边 妆 以 ?后 


潜 


V1 V21 Vw 1 V11 
vuO = Dl» V22 Uys 0 Dis 
Dy Vow 1 Vwy 0 DN 
因 vw=8 一 一 单位 惩 阵 , 所 以 由 上 式 可 得 | 
Ci=V1s 《13-11) 
因此 , 式 (13-9) 的 第 二 式 又 可 写成 
V=vuw TVs VN (13-12) 


7 了 为 式 (13-8) 的 正 交 系统 的 哈密 顿 一 雅 科 毕 方程 , 按 式 (7~125) 和 
(7-22) 可 写 为 


者 C( 吕 + (2) + ‘+0 (RB) |+r=s (13-13) 


设 上 式 有 一 个 完全 积分 (Complete integrab 如 下 式 ; 
一 83, 十 SS 十 十 Gy (13-14) 
式 中 
S,= S,(g;, ao *"*, Cn) 
将 式 (13-14) 代入 式 (13-13), 必定 成 为 各 9 和 各 & 的 恒等式 。 
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所 以 把 它 代入 后 的 式 (13-13) 对 各 4 取 偏 导数 , 得 : 


38 8 ,28 08 0.23 oS 
199，3ancxg) C50, Bag "ag, Dodd 
28 28 | 098 328 .二 28 38 _ 
139， Qa299 22g, orag; 1 YAgy Boardgy 
328 a8 38S 3228 二 38 38 _ 
I 2 一 “十 Na 0 
Gg1 3ax991 F492 Joy 9gy GOwc dy 


(13-15) 
上 式 01、.0;、…、Cs 的 系数 行列 式 为 
_98 a8 328 | 


~ day Fg i 5;59， 
由 于 总 的 形式 为 式 (13-14)， 它 是 式 (13-13) 的 完全 积分 ， 按 照 
完全 积分 的 数学 特性 ， 必 有 人 A 直 0。 于 是 我 们 可 选 出 一 组 值 cr 
cz、Gw 使 全 0。 这 时 趟 (13-15) 成 为 下 列 方 程 组 的 形式 : 


N 
F001=1 
r=1 


N 
FCs=0 (s=2, 3， ”9 n) 
r=1 


并 且 1urs| 关 0, 上 式 就 是 式 (13-9) 的 第 一 式 。 


1 < /38 
7=q 一 王立 C 人 (下 
T=1 


上 式 括号 中 仅 是 9 的 函数 , 所 以 站 的 形式 成 为 之 , 0,w,。 这 样 我 


们 已 证 明 式 (13-9) 是 可 变数 分 离 的 必要 条 件 。 
现在 证 明 条 件 式 (13-9) 也 是 充分 的 。 
假定 式 (13-9) 已 经 成 立 。 按 五 =h 的 哈密 顿 一 雅 科 毕 方程 由 
* 239。 


式 (13-13) 表 示 。 应 用 式 (13-9), 则 式 (13-13) 可 写 为 
1 /38 
到 袜 o 人 下) 4 w= (Fem .| 

十 az 2 Ore )- -tas( Scwms) 

式 中 G2 03 ON 为 任意 常数 。 将 上 式 改 写 为 

Zoli 5 3g 总 ) — (0 时 71 -asda tows) |=0 

由 上 式 可 见 , 5S, 十 Ss 十 … 填 5s 是 一 个 完全 积分 , 其 中 
(38 
dg 
上 式 有 边 仅 是 qr 的 函数 ， 可 以 表示 为 f(g)), 而 whas、 ax 在 


六 (9 中 是 以 线性 形式 出 现 的 。 所 以 变数 已 经 完全 分 离 。 将 上 式 
积分 ,得 


) 一 2(ai2p1 二 Toodyg t+ Owtry — wr) 


,一 Iv fr C4;) dg， 
应 用 上 式 和 式 (7-9) 的 第 二 式 , 得 


Nn 
ribdr 全 
t+ = 和 一 - 工 各 -三 [ 淖 (13-16) 


> relqy | 
i, DR 人 

和 
p= 总 一 Vv f(g) 《13-18) 


式 (13-17) 给 出 代表 点 在 立 维 9 空间 的 轨迹 方程 , 式 (13-16) 和 (13- 
17) 给 出 代表 点 在 了 空间 的 运动 方程 。 以 上 三 式 一 起 给 出 2N 
维 相 空 间 运动 方程 。 
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附录 


附录 1， 伐 夫 型 微分 方程 的 可 积 条 件 
一 般 分 析 力 学 中 提出 的 运动 约束 大 多 是 一 阶 微分 方程 


N 
Djaidg tadt=0 (1) 
t=1 


式 中 a; 和 a 都 是 qt 的 函数 。 微 分 方程 (1) 的 型 式 在 数学 上 称 为 
伐 夫 型 微分 方程 
由 于 给 定 的 a、a, 的 内 容 而 使 微分 方程 (1) 为 可 积 的 ， 或 不 可 
积 的 。 如 果 式 (1) 为 可 积 ， 那 么 各 ot 和 ai 之 间 一 定 要 满足 一 些 
条 件 。 
所 谓 式 (1) 为 可 积 的 , 一 定 能 找到 一 个 函数 
f (qi, gz, *"*, gw; t)=0 (2) 
它 的 全 微分 
d= dg tH dg tt dg tdi 3) 


正好 就 是 式 (1 ) 下 有 个 积分 因子 的 差别 。 
车 式 (3) 正 好 就 是 式 (1), 那么 : 


9f _， 3_ 
rh (4) 
应 用 数学 恒等式 
of of 
gaigq; dajaa; (5) 
得 : 
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(6> 


上 式 就 是 式 (1) 的 可 积 条 件 。 | 
对 于 有 一 个 积分 因子 的 区 别 ， 我 们 用 三 个 变量 的 伐 夫 微分 方 
穆 为 例 , 加 以 说 明 : | 
X,Y, dvi Yr, y, z+ Zz, y, Az=0 (7 
如 果 上 式 有 一 积分 | 
f(x,y,z2)=C 
那么 


aa af 
| dB yy tr 0 (9) 
式 (8) 与 (7) 的 区 别 在 于 一 个 积分 因子 4(z,y,z), 则 : 
of _ 
3x— 
of _ | ， 
af _ 
3z™ 42 
应 用 数学 恒等式 (5), 有 : 
dX ouLlv _ 9Y ,9 
A ta XataY 


Oy 9Z 
9 oy LI 
tasta il Laytays 


32 | go Eo 
Hart as HtaY 


要 /同时 适合 上 列 三 个 方程 ， 除 非 卫 、Y、 2 先 满足 一 种 条 件 。 用 
GZ. 民 .了 顺 次 乘 上 面 三 个 方程 , 然后 三 式 相 加 , 约 去 非 零 因 子 上 得 - 


93Y 3、 732 3 3x 了 池 
一 一 一 一 一 |- 了 | 一 二 一 一 ~ 一 一 一 -一 -| 一 
X( 训 57 ) 7 +2( 久 了) 0 
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iX YY Z|! 
3 9 3|-0 
J oy 9z1 
.及 了 Z| 


上 式 就 是 式 (7) 具 有 积分 因子 情况 下 的 求 积 条 件 。 我 们 要 对 式 (1) 
求 积分 , 必须 先 验 证 是 否 满足 求 积 条 件 , 条 件 满足 后 ， 然 后 设法 求 
出 式 (1) 的 爹 微分 。 


附录 2. d5x 一 8dx 


以 质点 作 直线 运动 为 例 来 加 以 说 明 [ 参 12(c)]。 设 质点 的 运 
动 方程 为 
t=$ (i, +) Zz P， 


它 的 解 案 可 表示 为 oh 
万 (从 
r=F(t, Qi az) (1) 4 | 
式 中 asas 为 积分 常数 。 ! ， 
由 式 (1) 得 a 0 ,1 
,oF _ F 
必 = 3 =G(t, Qi, 2) (2) a 5 可 
我 们 可 以 把 积分 常数 aa、as 与 1= ~ 1 
0 时 的 sz 二 xo, %o= (有 Do 联系 起 来 。 附 图 -1 


式 (1) 和 (2) 表 示 以 w、as 为 参数 的 两 答 蝶 线 。 在 下 面 附 图 -1 
中 , 以 4 直线 表示 a1,&z 取 某 一 定 值 的 了 (5 oa as) 一 z 的 曲线 ; 
BF 曲线 表示 对 于 相 一 致 的 .as 定 值 的 =G (i, aas)。 

设 参数 ias 有 微小 变化 : o 十 bau mo 十 6ms, 这 时 4B、ZF 曲 
线 分 别 变 成 CD 和 6 如。 在 上 时 4 上 的 书 点 成 为 0D 上 的 点 
《此 时 时 间 # 不 变 ), 这 是 由 于 变 分 sw: 和 as 产生 了 位 移 PP1。 令 
卫 的 坐标 为 z, Pi 的 坐标 为 z 十 6z， 那 么 bz 是 ga 和 as 的 函数 ， 

es。 243。 


而 为 


aF aF - 
一 一 一 一 -一 | 3 
Gx 3 6ai + (3) 


同样 在 t 时 , BF 上 的 @ 点 , 由 于 sa 和 6ams, 发 生 位 移 90,， 设 0 


,aGs ,9G | 
6 一 元- Oa + daa (4) 
或 
a2F FF 
WT (5) 


将 式 (3) 对 时 间 + 取 导 数 , 则 有 


d,.. 93/ 37 37、\ 
= da Ga' + )= 


oF 
gtoa» da 


ZF 
ata0, 


将 上 式 与 式 (5) 比 较 ,得 
a 。 da. 
雹 (3z) =6%2 一 纹 辟 ) 
如 果 将 6 和 4 看 成 算 符 ,那么 由 上 式 可 得 
ad(6z) 二 6(dx) 或 d6=6d 


dai 十 


附录 3， 质 点 自 静 止 开 始 运动 的 方向 与 合力 的 方向 一 致 


质点 初 位 置 为 rw 初速 度 wo=0, 此 时 作用 在 质点 上 的 力 为 平 
衡 力 系 , 可 以 放置 不 理 。 一 旦 平衡 破坏 , 即 质点 上 开始 作用 着 合力 
R, 此 时 质点 自 静 止 开始 运动 。 在 力 的 作用 时 间 相 当 短 的 情况 下 ， 
质点 的 位 置 7 可 用 时 间 上 的 震级 数 表示 [ 参 9(e) ] 为 


呈 一 To 十 wot 十 寺 @ 反 十 习 


因 上 自 质点 从 静止 开始 运动 时 算 起 , 所 以 wo 一 0。 又 因 卫 不 大 可 
。24f。 


以 略 去 高 次 项 , 故 得 


57=r 一 r= 广 Qt' 一 -RR 


所 以 起 始 的 67 与 尽 方向 一 致 。 

观 在 再 来 讨论 两 个 质点 用 质量 可 略 的 刚 梓 连接 的 例 1-2。 如 

图 1-13 所 示 。 我 们 在 第 一 章 中 已 经 征明 

Ni:dri--N,:dr,=0 
所 以 ,如果 Ndari>0 则 必 有 Nears<0。 那 么 如 何 能 保证 质点 
系 每 一 个 质点 都 有 及 ;ar; 之 0 呢 ? 这 个 问题 就 在 于 主动 力 和 约束 
力 的 差别 了 。 如 果 原 来 这 两 个 质点 是 静止 的 ， 那 么 单 凭 这 两 个 约 
束 力 是 不 会 产生 运动 的 ,除非 把 刚 杆 用 弹簧 来 代替 , 使 两 个 质点 可 
以 产生 相对 运动 。 

要 例 1-2 的 两 个 质点 产生 运动 ， 至 少 必须 有 一 个 质点 有 主动 
力作 用 。 设 质点 ms 在 i 时 受 主动 力 P; 作用 ， 则 由 于 刚 杆 的 约 
束 , 立刻 产生 一 对 约束 力 NN, 和。。 此 时 质点 mm; 在 时 间 内 产 
生 位 移 lra, 沿 R= 二 PP, + 六; 的 方向 ,质点 mi 受 及 ,二 N, 作 用, 产 
生 位 移 dr 沿 和 N| 方向; Rdr1、R.drs 两 者 都 >0。 

由 上 可 见 ,一 个 刚体 如 果 原 为 静止 , 那么 必须 在 刚体 上 有 一 天 
有 主动 力作 用 , 刚体 才 会 产生 运动 。 


附录 4 vx(VXA)=V(v'A)—(v:V)A 


我 们 可 以 形式 地 应 用 大 家 熟知 的 矢量 公式 
Ax(BxC)=B(A'.C)—(A.':B)C 
也 可 以 用 矢量 分 析 如 实 运算 导出 如 下 : 
VX (YX AAA) 一 (22 十 0 天) x | 公 - -jit 


34, 34\, /94, 9ANy 1] 
+( 名 一 i -( 先 2 )k |= 


。245 » 


4 


,( 负 -3 (| tr k= 


| DZ 
[> 区 + 党 


ll 


2 Ji:+[ jk= 


化 
34。 2 ] 
zc +2 Dy ve En CA 2)4 二 一 


| 机 (vA 上 = 


二 2:(VA) 一 (v:V)A [注意 VA 为 并 矢 式 (Dyadic) ] 
将 吕 看 作 常 矢量 , 则 
v(VA)=V(v.A) 
于 是 VxX(VXA)=V(v0'A)—(v'V)A 


附录 5， 平 面相 空间 的 奇 点 类 型 


现在 讨论 由 下 列 微分 方程 组 所 表示 的 自治 系统 [ 参 18] 


=X (, "| 


(1) 
SY, 2) 


其 中 六 (2, 引 和 了 (x, 四 都 是 zy 的 多 项 式 。 上 其 式 注 去 红 得 


dy _Y (zx,y) 
Zi 一斑 人 的 2) 


ZY 区 和 和 乡 的 态 平面 (State plane)。 当 有 关系 式 
=y 时 ， 这 态 平面 就 成 为 相 平 面 。 求 解 式 (27， 得 到 了 它 的 积分 


曙 那么 式 (]) 的 x(7)、y (7 就 容易 求 得 , 式 (2) 的 积分 曲线 就 是 
代表 点 在 相 平面 中 的 轨迹 。 

相 平面 中 一 切 使 工 了 不 同时 为 零 的 点 (z, 妃 称 为 常 氮 (Ordi- 
nary point)， 使 苹 (zo, go) = 了 (zo, go) 一 0 的 点 (zo 90) 称 为 奇 成， 
。246。 


奇 点 的 力学 意义 为 它 表示 平衡 点 ， 因 为 由 式 (1) 可 知 z(7) 和 yy(7》 
为 常数 。 
设 了 ,了 用 泰勒 级 数 展 开 , 并 将 式 (1) 写 成 : 


Cr 


dr 4iZ 十 029g 十 下 2(Z; y) 
| (3) 


Sbizt bay + Yaz, #) 
T 


其 中 瑟 s. 了 。 是 高 于 一 次 的 x,y 的 多 项 式 。 因 式 (3) 当 z=0、y 一 0 
时 右边 为 零 , 所 以 式 (3) 的 原点 是 个 会 点 。 我 们 现在 只 着 重 讨论 代 
表 点 仍 在 原点 附近 的 情况 , 于 是 我 们 首先 要 研究 下 列 的 线性 方程 ; 
Gag 02Y 
dy z+ y | | 机 

dr | ? : 


消去 + 得 ) 
Ay bir -by 
ar artay (5) 
令 : 
7 (6) 
y= Be 


将 式 (6) 代 入 式 (4), 得 : 


a (7) 
Di4 十 (bp 一 2)B=0 
要 式 (7) 有 4、B 不 为 零 的 解 , 必须 
0 一 02 -0 (8) 
bi bs 一 A 
解 4 的 二 次 方程 式 (8), 得 两 个 根 ; 
| ai 十 D2 士 VB Taab | (9) 
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我 们 首先 考虑 ?4 ja 都 不 等 于 堆 , 而 且 两 者 不 相等 , 比值 于 可 由 式 
《7) 求 得 为 : 


BI_a 一 和 一 2 
Al —Q, 6 2 一 Ai (10) 
B:_ 一 和 2 _ 一 0 
_ A 全 ~ 6,— hs 
式 (4) 的 通 解 可 写 为 ; 
A GD 
3 一 Biei 十 有 Beia 


因 比 信 B/4 是 由 式 (10) 确定 了 ， 所 以 式 (11) 中 包含 两 个 任意 
常数 。 

庞 伯 过 按照 条 点 附近 的 积分 曲线 的 特性 将 寿 点 分 类 ， 即 按照 
特征 根 4 的 性 质 分 类 如 下 : 

(1) 奇 点 是 个 结 点 (Nodal point), 当 和、42 都 是 实 根 而 且 同 
野 , 即 有 (41 一 02) ?十 4az01 之 0 和 apD 一 ap 二 0 

(2) 奇 点 是 个 远 点 , 当 入 ,4s 都 是 实 根 , 但 符号 相反 , 即 

(qi 一 02) 2 十 4a20 0 和 a1bs 一 a2b1 二 0 

(3) 奇 点 是 个 焦点 (Focal point) [或 称 螺旋 点 (Spiral pc- 

iat)], 如 果 4 、2a 是 一 对 共 邦 复 根 , 即 
(a1—b2)’*+ 4qb1<0 

(4) 奇 点 是 个 中 心 (Center) [或 称 涡 点 (Vortex point)], 或 

者 是 个 焦点 , 当 1, 和 是 两 个 虚 根 , 即 
(oil 一 52) ?十 44z01 二 0 和 ai 十 0 一 0 

这 四 个 类 型 的 奇 点 如 附 图 -2 所 示 。 

[对 这 些 奇 点 类 型 的 详细 讨论 可 参看 秦 元 勋 编 < 微 分 方程 所 定 
义 的 积分 曲线 >, 《上册 ), 科学 出 版 社 。] 
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WE 


结 点 点 》 中 心 ( 涡 点 ) 
附 图 -2 


附录 6， 刚体 一 般 运动 的 动能 表示 式 
设 刚 体 的 瞬时 角速度 为 w， 则 刚体 上 任 一 点 的 速度 可 写 为 
VW=Vowxr 
位 一 站 人 一 了 (wxXT) (xT) i200 (w xT) 


刚体 的 总 动能 为 


T= 六 | vidm = 坪 m3 十 可 | (ww XT)， (wxr)adm+ 


+ oomx |ram 
选 动 坐标 的 原点 0 与 刚体 的 质心 0 重合 , 此 时 
|ram=Mro=0 
所 以 上 式 贸 下 两 项 , 第 一 项 表示 刚体 的 平 动 动能 ，v。o==v6o 就 龙 唱 
体 的 质心 的 速度 ; 第 二 项 表示 刚体 绕 质 心 C 的 转动 动能 。 因 
ii 7 & 
wxXTr 二 


Or Oy OO 
1 


XT YY 2 


= (yzZ— OA EV (Or— V2) I (OY — Oyr)R 
所 以 
(Xr)' (XT)= (yz ~— WY) + 
十 (osz 一 0z2) 十 (oz 一 oo) 一 
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= EY +2) 十 0O8 (入 二 2) 十 0 (2 十 2) 一 

- 一 20z0272 一 20y0292 —2O OY 

于 是 刚体 的 转动 动能 为 
-Pr [oA+ oF B+ — 


~ 


~—20,0:D—20.0sB —200yF ] 
其 中 4、 B.C、D、E.F 由 式 (2-41) 所 定义 。 对 于 惯性 主轴 坐标 系 
05195, 因 D=B=F=0, 上 式 成 为 


7 二 [4oi+Bot+Con 
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习 题 


一 ” 虚 位 移 原理 ,平衡 的 稳定 性 
1-1 质量 为 mw 和 2m 的 两 个 质点 , 用 质量 可 略 的 细 刚 杆 连 接 ， 放 在 半径 
为 ? 的 光滑 球形 碗 内 ， 如 图 所 示 。 试 用 0 的 贿 位 移 69 求 出 9 在 平衡 位 置 的 
值 。 


答 : 0 一 霹 -: 
1-2 一 均 质 直 刚 杆 , 它 的 两 端 用 长 为 ! 的 绳 连接 , 将 绳 悬 挂 在 固定 于 墙 
上 的 钉 上 , 试 求 其 平衡 位 置 , 并 讨论 其 稳定 性 。 
答 : 不 稳 
1-3 一 组 合 梁 由 锐 链 0 连接 梁 40 和 C 而 成 ,载荷 分 布 如 图 所 示 。 已 
知 跨度 1=8m, 了 ==500kg, 均 布 力 gq 二 250kg/m, 力 偶 所 于 =500kg.m, 试用 
各 位 移 原理 求 出 支 诬 好 的 芭 力 。 


等 ，jyw=1500kg 

1-4 减速 器 由 具有 公共 锥 项 的 四 个 圆锥 轮 所 组 成 ,其 顶 角 分 别 为 2c\、 

2c:,.2cs 和 204, 如 匀 所 示 。 主 动 轴 工 上 作用 有 转移 对 y, 试 求 传 给 轴 IT 上 的 
力 先 Mrp 不 计 摩 按 。 

。 251 。 


Sin cy Sin C 
答 : Mi/=M/ 一 一 一 
Sin ClSin Cs 


二 ，” 达 朗 伯 原 理 
2-1 匀 质 肩 形 薄板 质量 为 杂 , 启 形 的 半径 为 BR， 中 心 角 为 99"， 如 图 所 
示 。 薄 板 以 匀 角 速度 绕 铅 直 辆 转动, 试问 为 使 轴承 上 不 产生 附加 动 压力 ， 则 
应 在 何 处 附加 一 个 质量 my? 


动力 学 普遍 方程 
3-1 对 于 例 3-2, 考虑 各 轮 质量 ， 设 第 i 轮 的 转动 惯量 为 vs 试 求 重 胸 
的 加 速度 。 


3-2 对 于 例 2-11, 试用 动力 学 普遍 方程 求解 。 


3-3 ”一 半径 为 e 的 小 图 柱 体 , 在 半径 为 占 的 大 园 柱 简 内 无 滑动 地 滚动 ， ” 
试 求 其 微 振动 的 周 斯 ， 
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拉 格 朗 日 第 二 类 方程 

4-1] 试用 拉 格 朗 日 方程 求解 习题 3-1、3-2、 3-3。 
4-2 一 质量 为 m 的 细 管 弯 成 半径 为 7 的 圆 环 ， 圆 环 可 绕 其 边缘 上 一 固 
定点 在 其 平面 内 摆动 ， 管 内 放 一 质量 为 如 的 质点 任 其 请 动 , 如 图 所 示 。 有 赂 去 
糜 擦 不 计 , 试 求 其 运动 微分 方程 。 


AAA 


题 4-2 图 , 
答 : mr?[20(2 十 cosg) 十 六 (1 十 cos) 一 四 (20 十 四 ) sin p] 十 
十 9g7[2sinb 十 sin (6+9)] =0 
mr2[$+0(1+eosp) + Osingl -+mgrsin (0+9)= 
一 0 
五 “哈密 顿 一 雅 科 毕 方程 
5-1 试用 哈密 顿 一 雅 科 毕 方 程 求解 地 面 的 抛物 运动 问题 。 
5-2 试用 哈密 顿 一 雅 科 毕 方程 求解 弹 竹 振子 , 它 的 动能 中 一 亏 mni 位 能 
ar 1,2 
了 一 ix 。 
六 ” 阿 佩 尔 方程 
6-1 试用 阿 侯 尔 加 速 论 能 量 方程 求解 习题 3-1, 3-2。 
6-2 试用 阿 假 尔 方程 推导 习题 3-3, 4-2 的 运动 微分 方程 。 
七 “高 斯 最 小 约束 原理 
7-1 试用 最 小 约束 原理 求解 习题 3-1.、3-2。 
7-2 ”试用 最 小 约束 原理 推导 习题 3-3, 4-2 的 运动 微分 方程 。 
8-1 试用 习题 4-2 的 能 量 积分 将 其 运动 微分 方程 降 阶 一 次 。 
八 惠 特 克 方程 
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